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Für D i s k u s s i o n e n und nützliche Hinweise zu Fragen im Zusammenhang 
m i t der v o r l i e g e n d e n A r b e i t b i n i c h den Herren Dr. H. B a r e n d r e g t , 
P r o f e s s o r J* D i l l e r , P r o f e s s o r So Feferman, P r o f e s s o r W. Howard, 
P r o f e s s o r G. K r e i s e l , P r o f e s s o r D* Rödding und R. Statman zu 
großem Dank v e r p f l i c h t e t * Besonders anerkennen möchte i c h d i e 
H i l f e , von H e r r n P r o f e s s o r K r e i s e l , der mein I n t e r e s s e an den 
mei s t e n h i e r b e h a n d e l t e n Problemen e r s t geweckt h a t . 
I E l i m i n a t i o n höherer Ty p e n s t u f e n i n D e f i n i t i o n e T T p r i m i t i v 
r e k u r s i v e r P u n k t i o n a l e m i t H i l f e von t r a n s f i n i t e n Rekursionen 
H i l b e r t h s Programm f r a g t nach f i n i t e n Widerspruchs-
f r e i h e i t s b e w e i s e n für f o r m a l i s i e r t e mathematische T h e o r i e n ( v g l . 
Problem 2 i n H i l b e r t 1 9 0 θ ) β Noch n a h e l i e g e n d e r e r s c h e i n t d i e s e 
F r a g e s t e l l u n g , wenn man s i e etwas e r w e i t e r t ( K r e i s e l 1965)5 
Kann man aus einem i n f o r m a l i s i e r t e r Fassung v o r l i e g e n d e n 
a b s t r a k t e n Beweis ein e s f i n i t e n Satzes ( B e i s p i e l : Beweis von 
x+y=y+x, x>y V a r i a b l e für natürliche Zahlen, i n e i n e r axioma-
t i s c h e n Mengenlehre) s t e t s e i n e n f i n i t e n Beweis desselben Satzes 
k o n s t r u i e r e n ? Nach dem bekannten E r g e b n i s von Gödel i s t das 
j e d e n f a l l s dann n i c h t möglich, wenn man v e r l a n g t , daß d i e 
zugelassenen f i n i t e n Methoden i n der b e t r a c h t e t e n T h e o r i e 
f o r m a l i s i e r b a r s e i n s o l l e n * Einen Ausweg aus d i e s e r S c h w i e r i g k e i t 
hat schon H i l b e r t v o r g e s c h l a g e n ( i n der E i n l e i t u n g zu H i l b e r t / 
Bernays 1934)· Gödel 1s Erg e b n i s z e i g e n u r , "daß man für d i e 
weitergehenden W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t s b e w e i s e den f i n i t e n Stand-
punkt i n e i n e r schärferen Weise ausnutzen muß, a l s d i e s b e i der 
B e t r a c h t u n g der elementaren Formalismen e r f o r d e r l i c h i s t " . 
Die B e r e i t s t e l l u n g und d i e Untersuchung immer stärkerer, aber 
noch a l s f i n i t anzusehender Methoden i s t deshalb e i n z e n t r a l e s 
Thema der B e w e i s t h e o r i e . 
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Pur d i e Z a h l e n t h e o r i e Ζ e r s t e r S t u f e i s t H i l b e r t 1 s 
Programm z u e r s t von Gentzen 1936 ausgeführt worden (SO auch 
Gentzen 1938): Gentzen o r d n e t jedem ( f o r m a l e n ) B e w e i s b i n Ζ 
eine O r d i n a l z a h l E~ zu und d e f i n i e r t e i n R e duk t i on s ν e r f ahr en 
b 0 
für Z-Beweise, so daß b e i jedem R e d u k t i o n s s c h r i t t d i e EndfOrmel 
e r h a l t e n b l e i b t , aber d i e zugeordnete O r d i n a l z a h l k l e i n e r w i r d . 
Da nun Z-Beweise m i t z u g e o r d n e t e r O r d i n a l z a h l 0 j e d e n f a l l s 
k e i n e n W i d e r s p r u c h beweisen, e r g i b t s i c h d u r c h t r a n s f i n i t e 
I n d u k t i o n b i s Otf , daß auch b k e i n e n W i d e r s p r u c h b e w e i s t β 
A l l e s d i e s läßt s i c h f o r m a l i s i e r e n i n d er q u a n t o r e n f r e i e n 
p r i m i t i v r e k u r s i v e n A r i t h m e t i k PRA e r w e i t e r t um t r a n s f i n i t e 
I n d u k t i o n e n b i s zu b e l i e b i g e n O r d i n a l z a h l e n < E Q * oder auch 
( K r e i s e l 1959a) i n d e r PRA e r w e i t e r t um D e f i n i t i o n s s c h e m a t a für 
0 (-Rekursionen, O C < E Q ° Aus de r W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t d i e s e r 
l e t z t e n T h e o r i e , etwa PRA , f o l g t a l s o d i e W i d e r s p r u c h s -
f r e i h e i t von Z, Auch umgekehrt f o l g t aus der W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t 
von Ζ d i e von PRA ^ , denn PRA _ i s t T e i l t h e o r i e d e r 
< ε ο < ε ο 
k o n s e r v a t i v e n (nach H i l b e r t / B e r n a y s 1939) E r w e i t e r u n g von Ζ um 
Oi - R e k u r s i o n e n , 0ζ<£^ * 
E i n a n d e r e r W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t s b e w e i s für Ζ i s t von 
Gödel 1958 angegeben worden, i n e i n e r A r b e i t m i t dem T i t e l 
"Über e i n e noch n i c h t benützte E r w e i t e r u n g des f i n i t e n Standpunkts": 
Gödel z e i g t d o r t , daß s i c h Ζ i n t e r p r e t i e r e n läßt i n e i n e r 
(natürlich w i e d e r q u a n t o r e n f r e i e n ) E r w e i t e r u n g Τ der p r i m i t i v 
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r e k u r s i v e n A r i t h m e t i k a u f F u n k t i o n a l e e n d l i c h e r Typen. Aus der 
W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t von Τ f o l g t a l s o e b e n f a l l s d i e Wiäerspru"chs-
f r e i h e i t von Z. Auch h i e r g i l t d i e Umkehrung ( K r e i s e l 1959b) · 
I n den q u a n t o r e n f r e i e n T heorien ?Rk und Τ i s t a l s o 
0 
d i e b e w e i s t h e o r e t i s c h e Stärke von Ζ auf. v e r s c h i e d e n e Weise durc h 
D e f i n i t i o n s s c h e m a t a zum Ausdruck gebracht: I n PRA _ durch 
Zulassen von cx-Rekursionen, oc<^q » c* e r D e f i n i t i o n von 
F u n k t i o n e n , und i n Τ d u r c h E r w e i t e r u n g der i n PRA zugelassenen 
D e f i n i t i o n s s c h e m a t a der e x p l i z i t e n D e f i n i t i o n und p r i m i t i v e n 
R e k u r s i o n auch auf F u n k t i o n a l e e n d l i c h e r Typen« Es l i e g t nun nahe, 
beide Methoden zur E r w e i t e r u n g e i n f a c h s t e r D e f i n i t i o n s s c h e m a t a 
d i r e k t e r und i n a l l g e m e i n e r e r Form m i t e i n a n d e r zu v e r g l e i c h e n . 
Daß j e d e i n PRA ~ d e f i n i e r b a r e F u n k t i o n auch i n Τ 
d e f i n i e r b a r i s t , h a t z u e r s t K r e i s e l 1959c ( § 3 · 4) u n t e r Verwendung 
von Gödel 1958 bewiesen«. A l l g e m e i n e r z e i g t T a i t 19^7> daß s i c h 
e i n e 2 - R e k u r s i o n s t e t s a u f e i n e α-Rekursion m i t e i n e r um 1 
höheren T y p e n s t u f e r e d u z i e r e n läßt* I n der anderen R i c h t u n g i s t 
nur d e r S p e z i a l f a l l i n der L i t e r a t u r b e h a n d e l t , daß jede i n Τ ^  
d e f i n i e r b a r e F u n k t i o n auch i n PRA^_ d e f i n i e r t werden kann: 
I n T a i t 1965a w i r d bemerkt, daß d i e s aus K r e i s e l 1959*> zusammen 
m i t Gentzen 1938 folgt« T a i t s k i z z i e r t i n d e r s e l b e n A r b e i t e i n e n 
1) 
d i r e k t e n Beweis .· H i e r s o l l möglichst a l l g e m e i n ( i n s b e s o n d e r e 
1) if 7Andere Beweise ergeben s i c h aus Howard 1970a , §5 und Parsons 
1971. 
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für P u n k t i o n a l e a n s t e l l e von Punktionen) g e z e i g t werden, daß s i c h 
"Umwege'* d u r c h höhere T y p e n s t u f e n s t e t e m i t H i l f e von t r a n s f i n i t e n 
R e k u r s i o n e n e l i m i n i e r e n l a s s e n . 
Es e r g i b t s i c h f o l g e n d e s R e s u l t a t (genauer i n 3*8): E i n 
F 
F u n k t i o n a l ^ d e r T y p e n s t u f e n+1 s e i d e f i n i e r t durch e x p l i z i t e 
D e f i n i t i o n e n und <x -Rekursionen* Die durch R e k u r s i o n eingeführten 
H i l f s f u n k t i o n a l e i n d i e s e r D e f i n i t i o n mögen Type n s t u f e n ^n+m+1 
( n i ^ 1) besitzen«, Dann kann man eine neue D e f i n i t i o n desselben 
F u n k t i o n a i s F f i n d e n , i n der a l l e a u f t r e t e n d e n H i l f s f u n k t i o n a l e 
n ur noch T y p e n s t u f e n ^n+1 b e s i t z e n , i n der aber a n s t e l l e der 
CK - R e k u r s i o n e n e i n e ß-Rekursion m i t ß< 2 (occo) (wobei 2 - ,(£) 
2 . ( f ) m 0 
% = ξ , 2 i + 1 ( ^ ) : = 2 1 ) verwendet w i r d * 
H i e r v o n beweisen w i r noch eine etwas a l l g e m e i n e r e , f o r m a l e 
V e r s i o n : T^ s e i d i e T h e o r i e , d i e aus Gödel's Τ ( m i t schwacher 
2) 
Extensionalität, s. Sp e c t o r 1962) ' e n t s t e h t d urch Hinzufügen 
von (X-Rekursionen. T^ s e i d i e T e i l t h e o r i e von Τ α , i n der a l l e 
d u r c h R e k u r s i o n eingeführten Konstanten eine Typenstufe ^n+1 
b e s i t z e n . Dann g i b t es zu j e d e r Konstanten F i n T^ + m ( m > l ) 
m i t d e r T y p e n s t u f e n+1 eine Konstante F 1 i n einem T^ m i t 
ß < 2 (<*·<ο) so daß Fx 4...x. = F'x.e.cX. i n T* + m beweisbar i s t . r nr 7 9 1 k 1 k Ρ 
Der Beweis verläuft wie f o l g t . Zunächst läßt s i c h wie i n 
2) 
'Mir i s t n i c h t b ekannt, ob man e i n entsprechendes R e s u l t a t auch 
ohne Extensionalität bekommen kann« 
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T a i t 1965a jedes £x-rekürsive F u n k t i o n a l F d a r s t e l l e n d u r c h e i n e n 
i . a . - u n e n d l i c h e n Term t ^ , d ö h . einen Term, der aus V a r i a b l e n ( m i t 
Typen) und Z i f f e r n aufgebaut i s t durch Anwendungen, A b s t r a k t i o n e n 
und dem B i l d e n von Folgen X t . X ^ A / vom Typ 0-*0 aus Termen t . 
vom Typ 0 . I s t z.B, F vom Typ 0-*τ d e f i n i e r t durch e i n e 
-< -Rekursion 
F ( x ) = G ( [ F J ^ X , X ) 
( -< Wohlordnung der natürlichen Zahlen, Ö?] der W e r t v e r l a u f 
von F u n t e r h a l b χ , a l s o [ V | ( y ) : = F ( y ) f a l l s y-fχ , und 
I χ 
:=0^ s o n s t ) , und i s t G b e r e i t s d a r g e s t e l l t durch e i n e n Term t ^ , 
so kann man r e k u r s i v D a r s t e l l u n g e n t von F ( x ) d e f i n i e r e n durch 
m i t t . 
X I 
X 
t... f a l l s i - < x 
, 0 s o n s t , 
wobei 0 :S Xx„...x; .0 . F läßt s i c h dann d a r s t e l l e n durch ~~ 1 k 
^ ^Λ/ · Dabei stehen Folgen ^ s . X „ A . von Termen s. eine s 
Typs cr^O a l s Abkürzung für Axx^oe.x^ ^s^*-) · · · x]^±£fojX ^ * 
Man s i e h t l e i c h t , daß für jedes ( X - r e k u r s i v e F u n k t i o n a l F d i e 
T i e f e | t p | ( d e f i n i e r t wie üblich) des d a r s t e l l e n d e n Terms 
<(X-U> i s t . 
3 ) 
'Auf d i e s e Möglichkeit, i n einem e x t e n s i o n a l e n K o n t e x t Folgen-
terme aus Termen eines Typs ^0 zu e l i m i n i e r e n , h a t mich R i c h a r d 
Statman aufmerksam gemacht. 
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Der Rang R( t ) eines u n e n d l i c h e n Terms t s e i d e f i n i e r t 
a l s das Supremum der Typ e n s t u f e n a l l e r T e i l t e r m e der' Form Axs 
i n einem K o n t e x t ( A x s ) r . Sei nun F e i n o<-rekursives F u n k t i o n a l 
der Typenstufe n+1 , i n dessen D e f i n i t i o n a l l e durch Rekusion 
eingeführten H i l f s f u n k t i o n a l e T y p e n s t u f e n £n+m+1 b e s i t z e n . 
O f f e n b a r kann man d i e oben s k i z z i e r t e K o n s t r u k t i o n e i n e s F 
d a r s t e l l e n d e n u n e n d l i c h e n Terms t ^ so f e s t l e g e n , daß R ( t p ) ^ 
n+m+1 i s t . Wir d e f i n i e r e n dann eine R e d u k t i o n s r e l a t i o n ( i m 
w e s e n t l i c h e n wie i n T a i t 1965a , jedoch nur u n t e r Verwendung von 
λ-Konversionen ( A x s ) r - * S X M )> so daß j e d e r u n e n d l i c h e Term 
t vom Rang R(t)^:k + 1 r e d u z i e r b a r i s t auf e i n t * m i t R ( t ' ) ^ k 
und | t ' | ^  2'^' ο Also läßt s i c h das obige F u n k t i o n a l F der 
Typenstufe n+1 d a r s t e l l e n durch einen u n e n d l i c h e n Term t ^ 
vom Rang R ( t F ) ^ n + 1 und m i t der T i e f e Κ ρ Ι < 2m(*'<o) . 
A l s nächstes führen w i r e n d l i c h e Bezeichnungen oder 
Nummern für u n e n d l i c h e Terme e i n . I h r e K o n s t r u k t i o n i s t p r o b l e m l o s 
im F a l l von V a r i a b l e n , Z i f f e r n , Anwendungen und A b s t r a k t i o n e n . 
Im F a l l eines Folgenterms ^ t . X _ y i . enthält d i e Nummer u n t e r 
anderem e i n e n Index e e i n e r p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n , d i e 
angewandt auf i eine Nummer für t ^ l i e f e r t , und ein e Schranke 
für d i e T i e f e von ^ t . / . Λ 1 . Wir d e f i n i e r e n dann W e r t f u n k t i o n a l e 
W*' , d i e f o l g e n d e s l e i s t e n . I s t r t l Nummer eines abgeschlossenen 
u n e n d l i c h e n Terms t vom Typ X" der T i e f e [t\<tx , dessen 
sämtliche T e i l t e r m e Typen aus e i n e r e n d l i c h e n Menge Μ b e s i t z e n , 
so s t e l l t w^ ,'^ rt' r n dasselbe mengentheoretische F u n k t i o n a l dar 
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wie ΐ τ β Die D e f i n i t i o n der W*'^  , T^M, e r f o l g t durch s i m u l t a n e 
4) 
(X -Rekursion . 
Sei nun Ρ e i n Cx-rekursives F u n k t i o n a l der T y p e n s t u f e 
n+1 , i n dessen D e f i n i t i o n a l l e durch R e k u r s i o n eingeführten 
H i l f s f u n k t i o n a l e T y p e nstufen ^n+m+1 (m ^1) b e s i t z e n . Wir e r h a l t e n 
zunächst eine Nummer rtS?' e i n e s u n e n d l i c h e n F d a r s t e l l e n d e n ' Teams' 
F 
t w , so daß F = W^^H; n für geeignetes k und Μ . Entsprechend' 
der R e d u k t i o n des Terms t p m i t R ( t F ) ^ n + m + 1 und \ < <^%c^> 
auf e i n e n Term t _ m i t R i t ^ J ^ n + l und i t ^ I < 2 u>) k o n s t r u i e r e n 
F F F m 7 
* 
w i r e i n e F u n k t i o n Red so daß 
Ρ = w" k> M V = W^' M n + 1(Red* V ) τ F τ* F 
für e i n ß><2^(oc<<*>) und eine Menge ^ n +-| v o n Typen, d i e nur 
Typ e n s t u f e n ^n+1 besitzen» Es z e i g t s i c h , daß d i e F u n k t i o n Red 
5) r n+1 
p r i m i t i v r e k u r s i v gewählt werden kann , Da W^.v m i t H i l f e 
e i n e r /S -Re k u r s i o n , aber ohne H i l f s f u n k t i o n a l e von Typenstufen 
> n+1 d e f i n i e r t i s t , e r g i b t s i c h das gewünschte R e s u l t a t . 
^ M i t etwas mehr Aufwand kann man entsprechende W e r t f u n k t i o n a l e 
d e f i n i e r e n , i n denen a n s t e l l e der e n d l i c h e n Menge Μ von Typen 
d i e u n e n d l i c h e Menge a l l e r Typen e i n e r S t u f e ^ n zugelassen i s t . 
5).. 
' A h n l i c h i s t es b e i Kleene's O r d i n a l z a h l b e z e i c h n u n g e n , wo etwa 
d i e der O r d i n a l z a h l a d d i t i o n entsprechende F u n k t i o n +Q p r i m i t i v 
r e k u r s i v gewählt werden kann; s. Kleene 1958. 
- 8 -
Um d i e oben erwähnte form a l e V e r s i o n zu e r h a l t e n , müssen 
w i r d i e s e n Beweis i n einem T^* m , A < 2 (oc-co) , förmalisieren. 
Ρ 1 1 mv 
Die dadurch n o t w e d i g gemachten Änderungen behandeln w i r i n §4. 
So i s t es ζ · Β ο i n der q u a n t o r e n f r e i e n T h e o r i e T^ + m n i c h t ohne 
w e i t e r e s zulässig, das -Prädikat " u i s t Termnummer" i n der 
Prämisse e i n e r durch I n d u k t i o n zu beweisenden Formel zu verwenden. 
E i n Ausweg aus d i e s e r S c h w i e r i g k e i t e r g i b t s i c h m i t H i l f e des 
Herbrand fsehen Satzes ( v g l . K r e i s e l 1958 und Shepherdson 1 9 6 5 ) · 
§ 1 Durch t r a n s f i n i t e R e kursion d e f i n i e r t e F u n k t i o n a l e 
1o1 Typen s i n d 0 und m i t c r , r auch (ö"-vzr) , Dj_ e K l a s s e n 
der mengentheoretischen F u n k t i o n a l e vom Typ τ werden i n d u k t i v 
I F 
d e f i n i e r t durch ^ - A / , T^-c : = 7 τ ^  : = I 3 ^ ? J · 
M e h r s t e l l i g e F u n k t i o n a l e können wie üblich auf e i n s t e l l i g e zurück-
geführt werden; z»B. läßt s i c h eine z w e i s t e l l i g e F u n k t i o n a u f f a s s e n 
a l s F u n k t i o n a l vom Typ 0-*(θ-»θ). Wir s c h r e i b e n T , -> . . . ~u -*v 
* 1 2 n - 1 r 
für (~C2^? * # ' ^"Si 1 ^ r n ) , < # ) « Jeder Typ Τ i s t e i n d e u t i g 
d a r s t e l l b a r a l s Τ = T \ - * "Γ . . . Τ " 0 wie man durch I n d u k t i o n 
1 2 η 
über τ l e i c h t b e w e i s t ; Τ* , . · β , τ nennen w i r Argumenttypen von 
· Wir s c h r e i b e n F (G , o..,G ) für 
τ ^ ...τ -»τ χ: n 
F (G^ )...(G ) · T y p e n i n d i z e s , d i e s i c h aus dem 
Zusammenhang ergeben oder u n w i c h t i g s i n d , werden im f o l g e n d e n 
häufig weggelassen. Die S t u f e S(v) eines Typs "C w i r d d e f i n i e r t 
d urch S(0)=0 , S(cr~*r) = max(s(tr) + 1 , S ( T ) ) . Zum B e i s p i e l i s t 
S (o - * 0 ) = S ( 0 - * ( 0 - * 0 ) ) = 1 , aber S ( ( 0 - * 0 ) - * 0 ) = 2 . A l l g e m e i n 
i s t S^-? . . . ^ ^ 0 ) - m a x ^ r ^ ) , . β . ,S(x^) ) + 1 . 
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1 · 2 D e ^ i ^ i ^ i o n Die Klasse der p r i m i t i v r e k u r s i v e n 
F u n k t i o n a l e i s t die' k l e i n s t e F u n k t i o n a l k l a s s e , d i e 
( i ) d i e Zahl 0^ und d i e N a c h f o l g e r f u n k t i o n N^~*^ enthält, 
( i i ) abgeschlossen i s t gegen e x p l i z i t e D e f i n i t i o n e n 
F (X,j , e ο · j X ^ ) = A , 
wobei Α aus den V a r i a b l e n x„, <,<>«,χ und b e r e i t s d e f i n i e r t e n 
1 η 
F u n k t i o n a l e n G^,.e.,Gm Anwendungen aufgebaut i s t , und 
( i i i ) abgeschlossen i s t gegen p r i m i t i v e Rekursionen 
F ( 0 ) = G r 
F(x+ 1 ) * H ( F ( x ) , x ) . 
1.3 Außer p r i m i t i v e n Rekursionen w o l l e n w i r auch 
t r a n s f i n i t e Rekursionen b e t r a c h t e n . -< s e i ei n e b e l i e b i g e Wohl-
ordnung der natürlichen Zahlen. 
D ^ i n i t i o n Die Klasse der < - r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l e 
i s t d i e k l e i n s t e F u n k t i o n a l k l a s s e m i t den E i g e n s c h a f t e n ( i ) -
( i i i ) , d i e noch 
( i v ) abgeschlossen i s t gegen < -Rekursionen 
wobei L F J . der W e r t v e r l a u f von F u n t e r h a l b von χ i s t , -<x ' 
a l s o [f] ( y ) :« F ( y ) f a l l s y -< χ , und so n s t . 
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1*4 Bemerkung Es i s t bekannt, daß i n n e r h a l b der Klasse 
der r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n d i e R e i c h w e i t e des Schemas der -<-Rekursion 
weder durch den Ordnungstyp noch durch d i e r e k u r s i o n s t h e o r e t i s c h e 
K o m p l i z i r t h e i t der R e l a t i o n < f e s t g e l e g t i s t s M y h i l l 1953 und 
Routledge 1953 haben bewiesen, daß jede r e k u r s i v e " F u n k t i o n durch 
p r i m i t i v r e k u r s i v e O perationen und nur eine R e k u r s i o n längs e i n e r 
p r i m i t i v r e k u r s i v e n Wohlordnung vom Ordnungstyp OJ d e f i n i e r t 
werden kann. Eine Abhängigkeit der Stärke der -<-Rekursion vom 
Ordnungstyp von -< (und nur davon) e r g i b t s i c h , wenn man s i c h 
auf Standard-Wohlordnungen < beschränkt; d i e s e r B e g r i f f s t e h t 
aber nur für k o n k r e t e Ordnungstypen (etwa Ρ ) zur Verfügung. 
I s t -< eine Standard-Wohlordnung vom Ordnungstyp c< , so s p r i c h t 
man s t a t t von < -Rekursion auch von ex - R e k u r s i o n . 
1.5 Bemerkung Der E i n f a c h h e i t h a l b e r b e t r a c h t e n w i r 
h i e r nur F u n k t i o n a l e , i n deren Definitionsbäumen t r a n s f i n i t e 
Rekursionen nur längs e i n e r e i n z i g e n Wohlordnung -< vorkommen. 
A l l e s f o l g e n d e läßt s i c h entsprechend auch dann durchführen, 
wenn Rekursionen längs v e r s c h i e d e n e r Wohlordnungen zugelassen s i n d . 
1.6 Wir w o l l e n d i e D e f i n i t i o n der - < - r e k u r s i v e n F u n k t i o -
n a l e noch etwas v e r e i n f a c h e n . Dazu zeigen w i r , daß s i c h u n t e r 
e i n f a c h e n Annahmen über < das Schema der p r i m i t i v e n R e k u r s i o n 
F ( 0 ) = G 
F(x+1) = H ( F ( x ) , X ) 
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r e d u z i e r e n läßt auf das der -< -Rekursion * Gegeben s e i e n a l s o G,H. 
M i t H i l f e e i n e r -C-Rekursion s o l l eine Lösung F der obigen 
Gleichungen d e f i n i e r t werden. Wir nehmen an, daß p r i m i t i v r e k u r s i v e 
F u n k t i o n e n h,h ! e x i s t i e r e n so daß 
(1) x < y ~* h ( x ) -< h ( y ) 
(2) h ' ( h ( x ) ) = χ . 
S e t z t man dann 
F ( x ) = F ^ h C x ) ) 
F ^ y ) = G ^ f r ^ ^ y ) 
f G f a l l s y=h ( 0 ) 
l H ( z ( h ( x ) ) , x ) m i t x : = h f ( y ) - 1 sonst , 
so r e c h n e t man l e i c h t nach, daß ^ das V e r l a n g t e l e i s t e t . 
U nter den Annahmen ( l ) , ( 2 ) ( d i e w i r ab j e t z t v o r a u s -
setzen w o l l e n , wenn von -< - r e k u r s i v e n Funktionalen d i e Rede i s t ) , 
i s t a l s o d i e oben angegebene D e f i n i t i o n der -< - r e k u r s i v e n 
F u n k t i o n a l e zu der f o l g e n d e n äquivalent: Die Klasse der -<-
r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l e i s t d i e k l e i n s t e F u n k t i o n a l k l a s s e , d i e 
d i e Z a h l 0 und a l l e p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n enthält 
und abgeschlossen i s t gegen e x p l i z i t e D e f i n i t i o n e n und ·<-
Rekursionen. 
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§2 Unendliche Terme Wir d e f i n i e r e n u n e n d l i c h e Terme und 
k o n s t r u i e r e n zu j e d e r D e f i n i t i o n eines - < - r e k u r s i v e n F u n k t i o n a i s F 
i n k a n o n i s c h e r Weise einen F d a r s t e l l e n d e n u n e n d l i c h e n Term ΐ π· 
F 
Weite r geben w i r e i n V e r f a h r e n an, m i t dem t~ r e d u z i e r t werden 
kann auf ei n e n Term t ^ , i n dem d i e Ty p e n s t u f e n der T e i l t e r m e 
n i c h t größer s i n d a l s d i e Typenstufe des Gesamtterms. 
Die Beweise v e r l a u f e n weitgehend p a r a l l e l zu T a i t 1965a. 
Wir führen s i e aus, da e i n e r s e i t s e i n i g e Abänderungen zweckmäßig 
s i n d , a n d e r e r s e i t s später auf E i n z e l h e i t e n der K o n s t r u k t i o n e n 
Bezug genommen w i r d . 
2.1 Für jeden Typ τ* mögen abzählbar u n e n d l i c h v i e l e 
Τ - V a r i a b l e 1 ( d . h . V a r i a b l e des Typs τ* ) x^y*", z^, . . . zur 
Verfügung stehen. 
D e i ^ n i t X o n von ( u n e n d l i c h e n ) *c -Termen 
( i ) Jede T - V a r i a b l e χ 7 " i s t e i n "c-Term. 
( i i ) Für jede natürliche Zahl n ^ 0 i s t η e i n O-Term. 
( i i i ) I s t t e i n (cr-*r)-Term und s e i n cr_Term, so i s t ( t s ) 
e i n 77-Term. 
( i v ) I s t t e i n zr-Term, so i s t A x ^ . t e i n (cr-y r ) -Term, 
(ν) Sind t . O-Terme für ±eß/ , so i s t d i e Folge < t . > . ^ A , 
1 D 1 
e i n ( 0 - * 0)-Term. 
( v i ) t i s t T-Term nur gemäß ( i ) - ( v ) . 
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Unendliche Terme bezeichnen w i r im f o l g e n d e n m i t t , s , r . 
Die Typenstufe S ( T ) eines T-Terms t bezeichnen w i r k u r z mit" 
S ( t ) . Wir s c h r e i b e n für ( t s ) auch t ( s ) und für 't*(s^) · · · (s ) 
auch t ( s ' ,··.,'$ ) oder ts„...s ο Für λχ..λχ 0. ...λχ . t v 1 ' ' η 7 1 η 1 2 η 
s c h r e i b e n w i r λχ.χ - e . x e t . Die Terme η nennen w i r Ziffern» 
ι 1 η 
L e t z t e n Endes i n t e r e s s i e r e n w i r uns nur für abgeschlossene 
Terme, aber w i r müssen auch ^ e i l t e r m e von i h n e n b e t r a c h t e n * ^un 
s i e h t man l e i c h t aus der D e f i n i t i o n , daß j e d e r T e i l t e r m eines 
abgeschlossenen u n e n d l i c h e n Terms höchstens e n d l i c h v i e l e V a r i a b l e 
f r e i enthält. Also genügt es, u n e n d l i c h e Terme m i t nur e n d l i c h 
v i e l e n f r e i e n V a r i a b l e n zu b e t r a c h t e n , und das w o l l e n w i r von 
j e t z t ab t u n . 
2.2 Für jeden u n e n d l i c h e n Term t kann man sei n e n ^ e r t 
vi 
W^t u n t e r e i n e r Belegung der V a r i a b l e n i f = x^,•..,x m i t den 
F u n k t i o n a l e n -υι = a.,...,a d e f i n i e r e n , v o r a u s g e s e t z t daß a l l e 
1 ' ' η ' ° 
OL 
i n t f r e i e n V a r i a b l e n i n *e vorkommen. W^t i s t e i n F u n k t i o n a l 
des Typs τ , f a l l s t e i n τ-Term i s t . 
( i ) 
( ü ) 
( i ü ) 
( i v ) 
D e f i n i t i o n von W t " ———-— <*e 
rz W x. = a. 
Ί? ι ι 
W η = η 
xz τζ v , tz W^(ts) = (W^t)(W^s) 
( W * ( X x t ) ) a = l £ * t 
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(ν) (W^<t.>)n = \ t n 
2 o 3 D e i ^ ^ t i o r i von i t | ( T i e f e von t ) 
( i ) Ixl - 1 
( i i ) I5I = 1 
( i i i ) I t s l = max( |t( , |s| ) + 1 
( i v ) lAxtf = |t | + 1 
( v ) l < V = s u p ( | t . | + l ) 
i 
2 * 4 Zu jedem - < - r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l F kann man nun 
wie f o l g t e i n e n F d a r s t e l l e n d e n abgeschlossenen u n e n d l i c h e n 
Term t k o n s t r u i e r e n ( a l s o F = Wt ) , dessen T i e f e Itl<<v»to i s t , 
Ordnungstyp von -< : 
0 w i r d d a r g e s t e l l t durch 0 und ei n e etwa 2 - s t e l l i g e 
p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n f durch X x y ( ( f ( i , j ) ^ ^ ^ίβ/Λ/ X # 
Sei F aus f u n k t i o n a l e n G . , o . . , G e x p l i z i t d e f i n i e r t i n der 
1 ' m 
Form F ( x . , . . . , x ) = A # s.....,s s e i e n Terme m i t \s.\<ot>u) , v 1 9 9 n y 1 ' ' m ι 
d i e G.,...,G d a r s t e l l e n . t s e i aus s„, e..,s i n d e r s e l b e n 1 ' ' m 1 m 
V/eise m i t Anwendungen aufgebaut wie ft aus ^ i > o e # , ^ m β ^ a n n 
w i r d F d a r g e s t e l l t durch \x ·*·χ .t und es i s t |Αχ^.··χ «t| < 
c('U> . Sei schließlich F durch eine -< -Rekursion aus G d e f i n i e r t : 
F ( x ) = G ( r F J < x , x ) . 
s s e i e i n Term m i t \s\^a*co , der G d a r s t e l l t . Dann kann man 
r e k u r s i v D a r s t e l l u n g e n t ^ von F(n) d e f i n i e r e n durch 
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t =r s < t Λ . η 
Γ t . f a l l s i-< η 
m i t t . :Ξ -c ηι I ~ , L 0 sonst 
und F d a r s t e l l e n durch t <t )> , . . Die Abschätzung 
η η € /A/ ö 
7) 
i t l ^ c o ^ e r g i b t s i c h wie f o l g t e Sei etwa | s l ^ <x*k * Durch 
. < - I n d u k t i o n über η z e i g t man l e i c h t l t ^ l < oc»k + 1·(ο - <(η) + ΐ) 
m i t Kco , o^(n) Ordnungstyp von { m j m-fn} . D a r a u s e r g i b t 
s i c h u n m i t t e l b a r i t I < <X'u> ( i s t cx L i m e s z a h l , so hat man 
| t I < <x(k+l) ) . 
2.5 Der so zu einem -< - r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l F der 
Ty p e n s t u f e n+1 k o n s t r u i e r t e F d a r s t e l l e n d e Term t enthält 
i . a * T e i l t e r m e e i n e r Typenstufe >n+1 ? o f f e n b a r i s t das Supremum 
der Typenstufen a l l e r T e i l t e r m e g l e i c h der maximalen Ty p e n s t u f e 
eines i n der D e f i n i t i o n von F a u f t r e t e n d e n H i l f s f u n k t i o n a l s . 
Wir z e i g e n j e t z t , daß man einen F d a r s t e l l e n d e n Term auch so 
wählen kann, daß für seine " i n n e r e T y p e n s t u f e " nur d i e durch 
R e k u r s i o n eingeführten ^ i l f s f u n k t i o n a l e eine R o l l e s p i e l e n . 
Lemma^ Gegeben s e i eine D e f i n i t i o n eines -< - r e k u r s i v e n 
F u n k t i o n a i s ^ der Typenstufe n+1 , i n der a l l e durch R e k u r s i o n 
eingeführten H i l f s f u n k t i o n a l e Typenstufen ^n+m+1 b e s i t z e n . 
Zu Termen < s . ) . m i t cr/θ s* d i e E i n l e i t u n g und Fußnote 5 · 
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Dann kann man einen abgeschlossenen u n e n d l i c h e n Term t D 
k o n s t r u i e r e n m i t F = Wt^ und It^l <<X>u> ( ck Ordnungstyp 
von *< ) , dessen T e i l t e r m e a l l e eine T y p e n s t u f e ^ n+m+1 b e s i t z e n . 
Der Beweis e r g i b t s i c h durch eine e i n f a c h e M o d i f i k a t i o n 
der obigen K o n s t r u k t i o n . Dabei verwenden w i r das Normalformen-
theorem für e n d l i c h e Terme ( a l s o Terme, d i e ohne Verwendung von 
Folgen <^t.X aufgebaut s i n d ) : Jeder e n d l i c h e Term Α läßt 
Λ 1 16 A/ 
s i c h d u r c h λ-Konversionen (AxB)C Β χΓθ] von T e i l t e r m e n 
r e d u z i e r e n auf einen e n d l i c h e n Term Α vom Rang RA = 0 
( e i n e n Beweis dafür erhält man z 0B e durch S p e z i a l i s i e r u n g 
von 2 · 1 0 ) . Die Fälle F=0 und F p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n 
s i n d t r i v i a l . Sei F e x p l i z i t d e f i n i e r t i n der Form F(x ^ , . . . , x ) 
A[x^,.··,x , · · · , G ^ ] . Wir können annehmen, daß G ^ , . . . , G ^ 
durch -<-Rekursionen eingeführt s i n d , wenn w i r i n Α auch 
A b s t r a k t i o n e n z u l a s s e n . I s t Α d i e Normalform von A , so hat 
t - := λχ„...χ .A f x χ , t n $· · · ft- Ί d i e v e r l a n g t e n Eigen-F 1 n L 1 7 7 η G ^ G ^ 
s c h a f t e n . Sei schließlich F durch eine ·< -Rekursion d e f i n i e r t , 
etwa i n der Form F ( x ) = Α [ " ( F J ^ X , X , G ^ , . . . , G ^ ] m i t einem e n d l i c h e n 
Term Α und durch < -Rekursion eingeführten G ^ , . . . , G . Α s e i 
d i e Normalform von A. Terme t zur D a r s t e l l u n g von F(n) 
d e f i n i e r e n w i r j e t z t durch 
t := Α ΤΚχ .)>Al ,n, tn , e . . , t p 1 η L ηι ι^ λ/ G ' G J 
1 Ρ 
Γ t . f a l l s i-< η 
m i t t . s λ 
L 0 sonst 
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und w i r setzen wieder t _ , := < t )> ^ ,.,o O f f e n b a r h a t t - d i e 
F x η n€W F 
v e r l a n g t e n Eigenschaften« (Die Abschätzung [t^\<(X,(^> e r g i b t 
s i c h genau wie i n 2 . 4 ; So auch 3 < > 3 ) . Damit i s t das Lemma 
bewiesen. 
2 . 6 Wie üblich kann man d i e S u b s t i t u t i o n t f s l 
erklären. Durch I n d u k t i o n über t z e i g t man l e i c h t 
u 
Ol — — « * s 
t [ s ] « W t 
^ y -if y 
| t x [ s ] l ^ |s |+ It I ο 
2 e 7 D e f i n i j b i o n von t Ν s ( t i s t r e d u z i e r b a r auf s ) 
( i ) ( A x t)s =4 t x f s ] 
( i i ) =1 i s t r e f l e x i v und t r a n s i t i v . 
( i i i ) Wenn t ==/ t ! und s =j s' , so t s =i t f s f . 
( i v ) Wenn t = ) t ' , so Axt Η Axt' . 
( v ) Wenn t . =| t ! für a l l e i€/A/ , so < t . > ^ < t ! ) . 
1 1 7 1 1 
( v i ) t = j s nur gemäß ( i ) - ( v ) 
Offe n b a r b l e i b t der Wert eines ^erms beim Reduzieren 
Ol OL 
unverändert, d.h. aus t t 1 f o l g t W t = W^t f . 
2 . 8 Den Rang Rt eines Terms t d e f i n i e r e n w i r a l s 
das Supremum der Typenstufen a l l e r T e i l t e r m e der Form Axs i n 
einem K o n t e x t ( A x s ) r . 
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2 o 9 Lenjma R ( t C s j ) ^  max(Rt ,Rs, Ss) . 
Der Beweis e r g i b t s i c h l e i c h t durch I n d u k t i o n über t . 
2 . 1 0 Lemma Zu jedem t m i t Rt ^  k+1 g i b t es e i n t 1 
m i t t =f t f , R t ' ^ k und / t ! / ^ 2 l t ' e 
Wir führen den Beweis durch I n d u k t i o n über t . F a l l 1 : 
t s ^ t . ) , Man setze t r = ^ t ^ ) > m i t nach I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g 
gewählten t ! . F a l l 2 : t s Axs ο Man set z e t f = A x s ' · F a l l 5 : ι 
t = r s . Man wähle r f , s * nach I n d o v o r ο ·' Hat r f d i e Form Axr 
und i s t Sr = k+1 , so setze man t ' ~ ( r i ) x i - s , - J > e s 
t Η t ! , R t ! ^ max(Rr 1 ,Rs' ,Ss» ) ^  k und 
| t ' | ^ ] s M + | r f | 
, 2 l s l + 2 l r l 
^ ^ m a x ( f s l , i r | ) + 1 
- 2'*'. 
A n d e r n f a l l s s etze man t 1 Ξ r f s 1 ; es f o l g t t =4 t 1 , I t ' l ~ 
m a x ( 2 ' Γ ' , 2 ' S ' ) + 1 ^ 2 ' * ' und m i t e i n e r e i n f a c h e n Überlegung 
R f ^ k . 
2*11 Bemerkung I n der angegebenen K o n s t r u k t i o n von t ! 
aus t t r e t e n b e i S u b s t i t u t i o n e n i.a« auch gebundene Umbenennungen 
au f . M i r i s t n i c h t bekannt, ob man e r r e i c h e n kann, daß d i e Anzahl 
der gebundenen V a r i a b l e n i n t 1 e n d l i c h b l e i b t , f a l l s s i e i n t 
e n d l i c h war. Wenn das der F a l l i s t , kann man im §5 eine 
e i n f a c h e r e V e r s i o n der W e r t f u n k t i o n a l e verwenden. 
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2 « 1 2 B e t r a c h t e n w i r eine D e f i n i t i o n e i n e s -<-rekursiven 
P u n k t i o n a i s F der Typenstufe η+Ί , i n der a l l e d u r c h R e k u r s i o n 
eingeführten H i l f s f u n k t i o n a l e Typenstufen ^n+m+1 b e s i t z e n . 
Nach 2*5 läßt s i c h F d a r s t e l l e n i n der Form F = Wt^ m i t 
einem t ^ der T i e f e i t ~ l < / " ^ Ι ' und vom Rang Rt^^n+m+1 . 
* 
Aus t-p kann man durch m-fache Anwendung von 2*10 e i n t~ 
Ή- -κ- -χ-
k o n s t r u i e r e n m i t t D = ( t p , Rt-, ^ n+1 und |t_J < 2 (ΚΙ·^>) , 
r r i? J? m 
so daß a l s o auch g i l t F = Wt« . Unser Z i e l im nächsten A b s c h n i t t 
Γ 
* 
i s t es, entsprechend der D a r s t e l l u n g Wt_, von F eine D e f i n i t i o n 
r 
von F zu f i n d e n , i n der k e i n e "Umwege" durch höhere Typenstufen 
mehr a u f t r e t e n , s t a t t d e s s e n aber eine R e k u r s i o n längs e i n e r 
aus -< kanonisch k o n s t r u i e r t e n Wohlordnung vom Typ ß< 2 (Ki-<o). 
§5 Termnummern und W e r t f u n k t i o n a l e 5*1 ' Wir d e f i n i e r e n 
i n d u k t i v Nummern oder Bezeichnungen für gewisse u n e n d l i c h e 
Terme, ähnlich der Church/Kleene 1 sehen D e f i n i t i o n von O r d i n a l z a h l -
bezeichnungen. Die D e f i n i t i o n i s t t r i v i a l im F a l l von V a r i a b l e n , 
Z i f f e r n , Anwendungen oder A b s t r a k t i o n e n . Im F a l l eines Folgenterms 
verwenden w i r eine p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n zur Aufzählung 
der Nummern der F o l g e n g l i e d e r , damit beim Auswerten e i n e r 
Termnummer n i c h t b e l i e b i g k o m p l i z i e r t e r e k u r s i v e F u n k t i o n e n 
e r f o r d e r l i c h werden. Unsere D e f i n i t i o n von Termnummern enthält 
f o l g e n d e Parameter: ( l ) eine R e l a t i o n -< , d i e dazu dienen s o l l , 
Schranken für d i e T i e f e der beze i c h n e t e n Terme b e r e i t zu s t e l l e n . 
Die Auswertung e i n e r Termnummer kann dann durch -< -Rekursion 
e r f o l g e n . (2) eine Menge ^ von Typen. 
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Gegeben s e i e i n e I n d i z i e r u n g d e r p r i m i t i v r e k u r s i v e n 
F u n k t i o n e n , etwa wie i n K l e e n e 19 5 Θ· D i e p r i m i t i v r e k u r s i v e 
F u n k t i o n m i t I n d e x e b e z e i c h n e n w i r mit [ e ] . -< s e i e i n e 
2 - s t e l l i g e R e l a t i o n und a^ € F e l d ( - < ) ( i n e i n e r Wohlordnung 
-< w i r d a^ a l s d i e d e r O r d i n a l z a h l 1 e n t s p r e c h e n d e Z a h l 
gewählt). ' Μ s e i e i n e Menge von Typen. A l l e i n d e r f o l g e n d e n 
D e f i n i t i o n a u f t r e t e n d e n Typen s e i e n aus Μ . 
D e f ^ i t i o n von u € Num « Nurn^ 7^ ( u i s t Termnummer) 
( i ) < 1 , R T \ a 1 , i > =: Γ χ ^ € Num 
( i i ) ( 2 , V , a 1 , i ) =: Γ Ι "* 6 Num 
( i i i ) Wenn u,v € Num , T y p ( u ) = r<r-*r^ , T y p ( v ) = Γ<τ und 
|u | , Ivl -< a , so i s t ^ 3 >Γη^ ,a,u,v^ β Num . 
( i v ) Wenn u € Num , T y p ( u ) = V und / u J - i a , so i s t 
< f 4 , ' o w c ^ a , ' x f'^jU^ € N u m . 
( v ) Wenn für a l l e i Ce J ( i ) =: tu € Num , T y p ( u i ) = Γ 0 7 , 
lu.I a , R ( u . ) ^ k und F V ( u . ) Q b , so i s t 
< 5 , ^-^O1 ,a,k,b,e> € Num · 
( v i ) u 6 Num nur gemäß ( i ) - ( v ) . 
H i e r b e i i s t T y p ( u ) := ( u ) 1 , |u|:= ( u ) 2 und R, FV 
( d i e B e z e i c h n u n g e n e r i n n e r n an Rang, f r e i e V a r i a b l e ) s i n d 
d e f i n i e r t d u r c h 
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r ο 
R ( u ) = 1 
m a x ( R ( ( u ) 5 ) , R ( ( u ) 4 ) ) 
m a x ( R ( ( u ) J , R ( ( u ) , ) , S ( ( u ) , ) ) f a l l s ( u L = 3 , ( u ) 
f a l l s (u ) Q = 1 , 2 
f a l l s ( u ) 0 = 5 , ( u ) 3 > 0 / 4 
3,0" 
* ( ( u ) 4 ) 
( u ) 3 
f W 
0* 
PV(u) = *( P V ( ( u ) 3 ) υ P V ( ( u ) 4 ) 
F V ( ( u ) 4 ) - # { ( u ) 3 l # 
l ( u ) 
f a l l s (u ) Q = 4 
s o n s t 
f a l l s ( u ) Q - 1 
f a l l s (u ) 0 = 2 
f a l l s ( u ) Q - 3 
f a l l s (u ) Q = 4 
s o n s t 
4 
wobei d i e mi t v e r s e h e n e n m e n g e n t h e o r e t i s c h e n Z e i c h e n u n t e r 
e i n e r ( t r i v i a l zu wählenden) K o d i e r u n g d e r e n d l i c h e n V a r i a b l e n -
mengen den genauso b e z e i c h n e t e n Mengenoperationen e n t s p r e c h e n 
r η s o l l e n , X' b e z e i c h n e t wie üblich e i n e Gödelnummer von Τ 
und S ( u ) l i e s t aus u d i e S t u f e des Typs x mit ( u ) ^ = V ab, Γ1_7 
3.2 Jede Termnummer u bestimmt e i n d e u t i g e i n e n unend­
l i c h e n Term t , und zwar wie f o l g t : 
u 
( i ) I s t u = Ό , V 9a.. .ι} € Num , so i s t t s χ Τ . / ^ ' ' 1 ' ' u ι 
( i i ) I s t u = ^2 , Γθ" 1 ,a^ , i ^ € Num , so i s t "^ u~^ · 
( i i i ) I s t u = ^ 3 > Γ*εΊ , a, ν, w)> 6 Num , so i s t t = t t u ν w 
( i v ) I s t u = <(4> r& Γ or "7 Τ ,vj>€Num , so i s t t s Ax.t u ι ν 
( v ) I s t u = <5> r 0-»(T ,a,k,b,e^ € Num , so i s t t s ^ ^ 
i 
m i t u ± := C e ] ( i ) . 
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Umgekehrt "braucht für- e i n e n u n e n d l i c h e n Term o f f e n b a r 
k e i n e Nummer zu e x i s t i e r e n , und wenn e i n e e x i s t i e r t , so i s t 
s i e i . a . n i c h t e i n d e u t i g bestimmt« Wir verwenden rt~* a l s V a r i a b l e 
Γ Ί 
für Nummern von t . D i e Verwendung der S c h r e i b w e i s e t s e t z t 
v o r a u s , daß e i n e Nummer von t e x i s t i e r t . 
3·'3 Zu jedem - < - r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l F h a t t e n w i r 
i n 2 o 5 e i n e n F d a r s t e l l e n d e n u n e n d l i c h e n Term t_, 
k o n s t r u i e r t e Wir w o l l e n j e t z t e i n e Termnummer t ^ für t ^ i n 
k a n o n i s c h e r Weise f e s t l e g e n . 
-< s e i a l s o d i e z u r D e f i n i t i o n des < - r e k u r s i v e n 
F u n k t i o n a i s F verwendete Wohlordnung von /V β o< s e i d e r 
Ordnungstyp von . Aus erhält man i n k a n o n i s c h e r Weise 
e i n e Wohlordnung -<Q vom Ordnungstyp <X 'U ) ( e t w a d u r c h 
η -<Q m (τ^η ·<77^πι Λ 77^n=7^m) ν 7Γ^η< ^m ; d a b e i s i n d T|, ^ 
p r i m i t i v r e k u r s i v e Umkehrfunktionen e i n e r s u r j e k t i v e n 
P a a r f u n k t i o n 7Γ ) . Wir nehmen an, daß ·< und d i e den O r d i n a l -
z a h l f u n k t i o n e n \%. ? + 1 , Af.n-^ i n -< e n t s p r e c h e n d e n F u n k t i o n e n 
p r i m i t i v r e k u r s i v s i n d 0 Μ s e i d i e Menge a l l e r i n d e r D e f i n i t i o n 
von F a u f t r e t e n d e n Typen, s o w e i t s i e e i n e S t u f e ^ d e r 
maximalen T y p e n s t u f e 1 e i n e s d u r c h < - R e k u r s i o n eingeführten 
H i l f s f u n k t i o n a l s b e s i t z e n . 
Γ ι 0 Wir d e f i n i e r e n t-, 6 Num d u r c h I n d u k t i o n über F . F 
D a b e i beschränken w i r uns a u f den F a l l , daß F d u r c h e i n e 
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-s* - R e k u r s i o n eingeführt wurde; d i e r e s t l i c h e n Fälle s i n d e i n f a c h e r 
bzwo t r i v i a l . 
S e i a l s o F d e f i n i e r t i n der Form F ( x ) = 
A L [ F J , X , G 1 , 0 . . , G 3 m i t d u r c h -< - R e k u r s i o n eingeführten χ ι ρ 
G . , . . . , G . Α s e i d i e Normalform von Α β t„ war aus Termen 
1 7 7 ρ F 
t s Α ["<t , n , t n , . . . , t n 7 η L n i G ' G -i 
1 Ρ 
f t . f a l l s i-ί η 
mit t . =• i 
L 0 s o n s t 
d e f i n i e r t d u r c h t„ 25 < t c D i e Abschätzung I t ^ ^ ^ ' ^ 
F η η€Λ/ ° F 
ergab s i c h wie f o l g t : S e i e n i t ^ | , I t ^ | ^<*\k und l 0 , i + 1 - k . 
* 1 ρ 
Dann i s t I t^) ^ *-k + ( ΙΑ I + l ) ( o ^ ( n ) + l ) (man b e w e i s t d i e s 
und | <t .y.^i^tx-k + (|A | + l ) o . ( n ) + 1 gemeinsam d u r c h 
I n d u k t i o n über η ; o ^ ( n ) i s t d i e der Z a h l η i n -< e n t s p r e ­
chende O r d i n a l z a h l ) . 
Γ " 1 Γ Τ 
Für G ^ , . . . , G s e i e n nun Termnummern t ^ t ^ 
P r 1 ρ 
mit T i e f e n s c h r a n k e n I r t n n\ - ~ oc-k schon k o n s t r u i e r t . Wir 
1 
d e f i n i e r e n m i t H i l f e des R e k u r s i o n s t h e o r e m s für TP ( K l e e n e 
1 9 5 8 5ρ · 7 5 ) e i n e p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n m i t I n d e x e , 
so daß Γβΐ(η) =: u e i n e Termnummer für t i s t m it e i n e r L J 7 η η 
T i e f e n s c h r a n k e [u^l ^ a>k + ( |A I + l ) ( o ^ ( n ) + l ) ( a u f g r u n d 
r ι 
d e r Annahmen über «< i s t ...n... e i n e p r i m i t i v r e k u r s i v e 
Γ -ι 
F u n k t i o n von η ; . . . n O 0 . meint natürlich d i e d e r O r d i n a l z a h l 
...n... i n -<Q e n t s p r e c h e n d e Z a h l ) . Nehmen w i r an, e i n s o l c h e s 
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e l i e g t b e r e i t s v o r . Dann erhält man e i n e Nummer u 1 für 
η 
</t i n d e r Form 0~*0 , a , l , 0 , e f / wobei e 1 = e ! ( e , n ) 
so gewählt i s t , daß 
i f e ] ( i ) f a l l s i-< η 
0 s o n s t , 
I 7Γ ' 
und a = a ( n ) = 00 k + ( | A j + l ) o ^ ( n ) + 1 . e ' ( e , n ) und a ( n ) 
s i n d p r i m i t i v rekursiv«, E n t s p r e c h e n d dem Aufbau von t aus 
η / \ r η r \ t ./.~ Α / » t n , . • . , t n kann man nun aus u 1 , t n , · . . , t ~ n i i € w 7 6. 7 7 G η G„ 7 7 G 1 p 1 p 
e i n e Nummer für t k o n s t r u i e r e n , m it e i n e r T i e f e n s c h r a n k e 
η 
Γ * -ι 
4 Q 00k + ( lA I + 1 ) ( o ^ ( n ) + 1) . E i n e Anwendung des R e k u r s i o n s ­
theorems für Φ l i e f e r t j e t z t das gewünschte e . Aus e 
Γ "7 
erhält man u n m i t t e l b a r e i n e Nummer t ^ für t ^ . 
-< Μ 
3.4 Wir w o l l e n j e t z t W e r t f u n k t i o n a l e WT = Wr7 , τ 6 Μ, 
d e f i n i e r e n . S e i u e i n e Termnummer eNunf* 7^ m i t T y p ( u ) = X 
und F V ( u ) = 0 * . Wir hätten g e r n e , daß W xu den Wert des du r c h 
u b e z e i c h n e t e n a b g e s c h l o s s e n e n Terms t ^ a n g i b t . Für d i e 
r e k u r s i v e D e f i n i t i o n d e r Wr i s t es j e d o c h nötig, auch f r e i e 
V a r i a b l e i n t z u z u l a s s e n . Wir führen d e s h a l b e i n zusätzliches u 
Argument e i n , von dem w i r später annehmen, daß es e i n e Belegung 
Ί?-*υι d i e s e r V a r i a b l e n k o d i e r t . E s s o l l a l s o g e l t e n ( T y p e n i n d i z e s 
s i n d w e g g e l a s s e n ) 
W x. 1?-) zu = a. 
1 1 
W i Ί?-?τ& = i 
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Wr\arie-*xit a (w V V ^ t ^ K w V V ^ w 7 ) 
W Axt I£-*VL a = W t 1?,x-#xfc,a 
r , ^ 
e d e r aus a b l e s b a r e p r i m i t i v 
r e k u r s i v e I n d e x d e r F o l g e d e r rt7 . 
Wir s e t z e n Μ a l s e n d l i c h e Menge von Typen und -f a l s 
Wohlordnung d e r natürlichen Z a h l e n v o r a u s , damit w i r d i e Wr 3 
t"€ Μ , d u r c h s i m u l t a n e -< - R e k u r s i o n d e f i n i e r e n können. 
Um d i e W^ . genau zu d e f i n i e r e n , müssen w i r uns -zunächst 
mi t K o d i e r u n g e n von B e l e g u n g e n b e f a s s e n . S e i n+1 := u i a x ^ ^ ^ S r . 
Da w i r uns l e t z t e n E ndes n u r für a b g e s c h l o s s e n e Terme i n t e r e s s i e r e n 
und f r e i e V a r i a b l e n u r für den i n d u k t i v e n Aufbau b e t r a c h t e n 
müssen, genügt e s , s i c h a u f f r e i e V a r i a b l e m i t T y p e n s t u f e n ^ n 
zu beschränken. Gegeben s e i a l s o e i n e B e l e g u n g von V a r i a b l e n 
χ.,.,.,χ d u r c h F u n k t i o n a l e a . , e . . , a , j e w e i l s von den Typen 1 m 1 7 m 9 ° 
τ,,...,τ mit S t u f e n S r . έ η . A l s e r s t e s t r a n s f o r m i e r e man a l l e 1 7 7 m ι 
a^ a u f e i n e n gemeinsamen S t a n d a r d t y p η d e r S t u f e η ; dazu 
verwenden w i r T r a n s f o r m a t i o n s f u n k t i o n a l e T r m i t I n v e r s e n 
τ*. 
τ· r . ι T r , so daß g i l t T r ( T r a . ) = a. . Aus d i e s e n T r a. b i l d e η 7 η v χ. ι 7 ι τ. ι ι ι man e i n T u p e l c = { . . 0 , T r a . , . . . , 0 ^ , . . · ^ d e r Länge 
i 
max( x. ,. .. , χ n ) , das an d e r r x . ^ - t e n S t e l l e gerade T r a. v 1 7 7 m ' ι χ. ι 
θ) 
' S o l c h e T r a n s f o r m a t i o n s f u n k t i o n a l e l a s s e n s i c h l e i c h t e x p l i z i t 
d e f i n i e r e n ; s . Gandy 1967 ο 
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(für i=T,...,m) und an a l l e n a n d e r e n S t e l l e n 0^ enthält, 
η ρ *7 
D i e s e s T u p e l c =: if-^TO s e i d i e K o d i e r u n g d e r gegebenen 
Belegung. Aus c läßt s i c h dann das d e r V a r i a b l e n x^ u n t e r d er 
Belegung z u g e o r d n e t e F u n k t i o n a l a. zurückgewinnen i n d e r Form... 
a. = T r Co)r n . E r w e i t e r t (bzw. ändert) man d i e gegebene 
ι 
Belegung d u r c h d i e Forderung*daß d i e V a r i a b l e χ τ m i t dem 
F u n k t i o n a l aF b e l e g t werden s o l l , so e n t s p r i c h t dem für 
Kod i e r u n g e n d e r Übergang von c zu Erw c Γχ Ί ( τ Λ ) m i t einem 
F u n k t i o n a l Erw = Erw , das l e i c h t aus p r i m i t i v r e k u r s i v e n 
η 
F u n k t i o n e n e x p l i z i t z u d e f i n i e r e n ist« 
< Μ 
D e f i n i t i o n d e r = 7 , τ e Μ : 
( i ) f a l l s ( u ) ^ 1 : W u ° c n = T r ^ c ) 
K ' v '0 τ n x y u 
( i i ) f a l l s ( u ) Q » 2 , ^ = 0 : W^uc = ( u ) $ 
( i i i ) f a l l s ( u ) 0 = 5 , Typ( ( u ) ^ ) = r<x-v xP mit cr~* Τ , er € Μ : 
W^uc - ( W ^ ( u ) 5 c ) ( W o . ( u ) 4 c ) 
( i v ) f a l l s ( U ) Q = 4 > x v o n d e r Form p-# er m i t $>,<^ 6"Μ : 
W ruc = Aa? . W c r ( u ) 4 ( E r w c ( T i f a ) ) 
( v ) f a l l s ( u ) 0 = 5 , ^ = 0-^0 : 
W ruc = Aa°. W 0 ( [ ( u ) 4 ] ( a ) ) c 
( v i ) s o n s t : W uc = C> r . 
H i e r i n s i n d noch a l l e Vorkommen von W a u f d e r r e c h t e n S e i t e 
d e r D e f i n i t i o n s g l e i c h u n g e n z u e r s e t z e n d u r c h f w j , 
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a l s o durch e i n F u n k t i o n a l , das an der S t e l l e ν den Wert Wv 
h a t , f a l l s )v| < /u| 5 und =0^ i s t s o n s t . 
Daß d i e s e D e f i n i t i o n a u f e i n e -< -Rekursion r e d u z i e r b a r 
i s t , sieht; man l e i c h t fo*lgendermaßen e i n . Zunächst läßt s i e s i c h 
r e d u z i e r e n auf e i n e s i m u l t a n e - < - ^ e k u r s i o n 
(*) F.v = G . f F . l . . . [ P i L v i=1,...,k , 
v i i c 1-Xv L k"Sv 7 ' 7 
indem man ans'etzt W^uc = W^_|u|uc und d i e W fvuc i n n a h e l i e g e n d e r 
durch s i m u l t a n e ·< - R e k u r s i o n d e f i n i e r t , a l s o e t w a i m F a l l ( i i i ) 
d urch W'vuo ( ^ τ 1 ^ ν I ( u ) ? { ( u ) ? c ) ( f w ^ y l ( u ) 4 l ( u ) 4 c ) . 
(*) kann man dann wie üblich m i t dem Ansatz 
1 
9 ) 
auf eine gewöhnliche < - R e k u r s i o n r e d u z i e r e n . 
Insgesamt e r g i b t s i c h a l s o , daß W e r t f u n k t i o n a l e Wr = 
W^7^ , r € Μ , m i t den i n der d e f i n i t i o n angegebenen E i g e n s c h a f t e n 
( i ) - ( v i ) d e f i n i e r t werden können durch e x p l i z i t e D e f i n i t i o n e n 
und eine < - R e k u r s i o n , i n der a l l e verwendeten H i l f s f u n k t i o n a l e 
e x p l i z i t aus p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n d e f i n i e r t s i n d . 
'Auch ohne Voraussetzungen über d i e Extensionalität i s t eine 
Reduktion s i m u l t a n e r R e k u r s i o n e n a u f gewöhnliche möglich, wie 
D i l l e r und Schütte 1971 g e z e i g t haben. Dabei t r e t e n jedoch 
durch R e k u r s i o n d e f i n i e r t e H i l f s f u n k t i o n a l e höherer Type n s t u f e n 
a u f . 
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3·5 Aus der D e f i n i t i o n der i s t k l a r , daß 
W t 1£-# oz, s t e t s dasselbe mengentheoretische F u n k t i o n a l 
τ: OL xr d a r s t e l l t wie t u n t e r der Belegung f - ^ t ? i , nämlich W^t 
3·6 Sei ^  eine Wohlordnung von m i t k l e i n s t e m 
Element 0* . Aus < erhält man wie f o l g t (nach T a i t 1967 ) eine 
Wahlordnung -<f von /λ/ ' m i t dem Ordnungstyp | — f =2'^' . Man 
geht aus von e i n e r ( wie üblich l e i c h t zu d e f i n i e r e n d e n ) e i n e i n d e u -
t i g e n Beziehung 
a - <* 0»···»* ι &, ^  > 
zwischen Zahlen und e n d l i c h e n Z a h l e n f o l g e n m i t 
a Q > a 1 > ·.. > a | a ) _ 1 . 
Wir nehmen an, daß |a| =0 genau dann wenn a=0 . I s t dann 
<X oc ^ 
2 +...+2 n eine O r d i n a l z a h l <2 m i t « > Λ >,,,>« und 
0 η 
s i n d a A,...,a d i e den O r d i n a l z a h l e n <x ,...,** i n -< 0' 7 η Ο 7 η 
entsprechenden Zahlen, so s e i <a~,...,a )> d i e der O r d i n a l z a h l r 7 0 7 7 η 
0 **n 
2 +...+2 i n -<* entsprechende Z a h l , Es g i l t a l s o 
a - f ' b <-> 3 k k < , a | | | b i ( V i i < k a i - b i A a ^ b k ) 
v d a U l b l A V i i < ) a | a.=b. ) . 
I s t p r i m i t i v r e k u r s i v , so o f f e n b a r auch *<f · 
3.7 Wir zeigen j e t z t , daß den im §2 angegebenen 
Op e r a t i o n e n an Termen - z.B* S u b s t i t u t i o n ^ x [ s ] oder R e d u k t i o n 
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t ^ t ' des Rangs von t um 1 p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n e n 
zwischen Termnummern entsprechen. Insbesondere g i b t es a l s o 
auch für den i n 2.12 aus t„ durch mehrfaches Reduzieren 
F 
* Γ *-τ 
k o n s t r u i e r t e n Term t - , eine Termnummer 
F F 
-< s e i eine p r i m i t i v r e k u r s i v e Wohlordnung von /Λ/ m i t 
k l e i n s t e m Element 0 , und s e i d i e i n 3·6 aus -< k o n s t r u -
K l 
i e r t e Wohlordnung vom Ordnungstyp |-^ f| = 2 . Die den O r d i n a l -
z a h l f u n t k i o n e n max, + i n -< entsprechenden F u n k t i o n e n bezeichnen 
w i r m i t omax, © ; s i e s e i e n p r i m i t i v r e k u r s i v . Μ s e i ei n e Menge 
von Typen. 
Wir k o n s t r u i e r e n zunächst eine p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n 
Red = Red^ , so daß für b e l i e b i g e *V € Nunf* , M m i t 
fo l g e n d e s g i l t : ( l ) Red( Ύ 1 ,k) =: Red V 6 Hum^ , M i s t e i n e 
KL 
Nummer des i n 2.10 aus t und k k o n s t r i e r t e n r e d u z i e r t e n Terms 
o J « V | 
f , (2) o ^ , | R e d k r t " U 2 , (3) R(Red k rt"') * k und (4) 
FV(Red, r t n ) S FV t . Dabei setzen w i r v o r a u s , daß eine p r i m i t i v 
XV 
r e k u r s i v e F u n k t i o n Sub = Sub b e r e i t s k o n s t r u i e r t i s t , so daß für 
b e l i e b i g e t , χ , s € Num 7 g i l t (1) Sub( t , χ , s ) € Num 7 
i s t eine Nummer des Terms ^ X C S 1 * (2) I Sub( V , ryT , '"s"') I 3 
| r s n | © | r t n | , (3) R(Sub( V , V , V ) ) < max(R V , E V , S V ) und 
(4) F V ( S u b ( r t \ Γ χ \ Γ 3 Ί ) ε * ( F V V - * { v f ) u # F V V . 
Nach dem Rekursionstheorem für <T g i b t es ei n e p r i m i t i v 
r e k u r s i v e F u n k t i o n Red. m i t Index e , so daß für a l l e u 
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f o l g e n d e s g i l t 1 0 ^ . F a l l s ( u ) _ - 5 · Red. ( u ) = < ' 5,Typ(u), 
r o , ( ! u i r . ° k 
2 , k , F V ( u ) , e f / , wobei e ! = e !(e',u) e i n p r i m i t i v r e k u r s i v e r 
Index von Red, (Γ(^)ι-Ι(^)) a l s F u n k t i o n von η i s t ; e f i s t 
a l s F u n k t i o n von e und u p r i m i t i v r e k u r s i v . F a l l s (U)Q=4 S 
Red (u) = <4,Typ(u), W e V , ( u ) 3 , v > m i t ν = R e d k ( ( u ) ) . 
F a l l s (U)Q= 3 : ' Wir setzen Red^("(u)j) = ν und R e d ^ ( ( u ) ^ ) = w . 
I s t d i e Typenstufe S(v)=k+1 und (v)^=4 , so s e i Red^(u) = 
Sub s ( ( v ) ^ , ( v ) j , w ) β I s t jedoch S(v)^k+1 oder (v)^^4 , so s e i 
Red^(u) = < 3 , T y p ( u ) , omax( | v| , |w) )ΘΓ1~* ,v,w> . Sonst: Red^(u) = u 
Durch V e r g l e i c h m i t 2.10 macht man s i c h l e i c h t k l a r , daß Red 
das V e r l a n g t e l e i s t e t . 
A l s nächstes k o n s t r u i e r e n w i r e i n e F u n k t i o n Sub = Sub"^ 
m i t den oben angegebenen E i g e n s c h a f t e n . Dabei s e t z e n w i r diesmal 
v o r a u s , daß eine p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n Umb (von 
Umbenennung) b e r e i t s k o n s t r u i e r t i s t , so daß für a l l e r t 1 > r x 1 € 
Num^'^ g i l t ( l ) Umb( rt 1 , ΓχΊ ) € Num*'^ i s t Nummer eines Terms 
t ^ , der aus t durch gebundene Umbenennung h e r v o r g e h t und k e i n 
gebundenes Vorkommen von χ mehr enthält. (2) llJmb( V , 7 )/ = 
| r t N und (3) F V ( U m b ( r t \ ' V ) ) > F V V . 
Wir d e f i n i e r e n Sub(u,v,w) i n der Form 
Sub^(ümb (u,FV(w)),v,w) , wobei Umb ei n e e i n f a c h e V a r i a n t e 
von Umb i s t , i n der e i n K o d i f i k a t e i n e r e n d l i c h e n Variablenmenge 
10) V g l . d i e D e f i n i t i o n von +^ i n Kleene 1958 , p.75 . 
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s t a t t e i n e r e i n z e l n e n V a r i a b l e n a u f t r i t t ( a l s o Umb ( u j f x " 1 
•fr Γ" ""7 
. . m ^ 7 ] ) - Umb(...Umb(u, x^ ) , . . . , x^ )')· Eine p r i m i t i v 
r e k u r s i v e -Funktion' Sub^ m i t Index e k o n s t r u i e r e n w i r wieder 
nach dem Rekursionstheorem für V a l s Lö sung der f o l g e n d e n 
Gleichungen. F a l l s ( u ) 0 = s 5 : S u b ^ U j V j w ) =<^5, T y p ( u ) , /w/© (u/ , 
max(R(u),R(w),S(w)-),- ( P V ( u ) - * M * ) u # PV(w), e»> , wobei e f = 
e'(e,u,v,w) e i n p r i m i t i v r e k u r s i v e r Index von 
Sub^( [ ( u ) ^ 3 ( n ) , v , w ) a l s F u n k t i o n von η i s t . F a l l s (ü)^=4 : 
S u b ^ u ^ w ) = <4, T y p ( u ) , |u | φ Ί Ί , ( u ) ^ u 4 > m i t u 4 = 
S u b 1 ( ( u ) 4 , v , w ) . F a l l s (u) Q=5 : Sub 1(u,ν,w) = <3 , T y p ( u ) , 
omax(|uj|, lu^IJöV 1, u^, m i t u^ = Sub^((u)^,v,w) für 
i = 3,4 · F a l l s (U)Q=1 , v=u : Sub^(u,v,w) = w . Sonst: 
Sub^(u,v,w) = u . - Man macht s i c h wieder l e i c h t k l a r , daß Sub 
d i e v e r l a n g t e n E i g e n s c h a f t e n h a t . 
Zur K o n s t r u k t i o n von Umb verwenden w i r eine p r i m i t i v 
r e k u r s i v e F u n k t i o n Ers (von E r s e t z u n g ) , d i e f o l g e n d e s l e i s t e t : 
Fur a l l e t , χ , y £ Num ' i s t (1) E r s ( t , χ , y ) € 
-< Μ 
Num 7 eine Nummer eines Terms, der aus t h e r v o r g e h t durch 
E r s e t z e n a l l e r ( f r e i e n und gebundenen) Vorkommen von χ durch y , 
( 2 ) I E r s ( V / x 1 , V ) l = I V / und (3) PV( Ers ( V , V , ry )) 
= ( F v V - { rx"7 ) u [ r y n ] · Die D e f i n i t i o n von Umb aus Ers 
und d i e D e f i n i t i o n von Ers l a s s e n s i c h wie i n den vorangehenden 
Fällen m i t dem Rekursions theorem für ΊΡ durchführen; w i r 
übergehen d i e E i n z e l h e i t e n . 
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3 .8 Sei -< e i n e p r i m i t i v r e k u r s i v e Wohlordnung von m i t 
k l e i n s t e m Element 0 , so daß den O r d i n a l z a h l f u n k t i o n e n +, · 
p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n e n e n t s p r e c h e n . Der E i n f a c h h e i t h a l b e r 
(um p r i m i t i v e R e k u r s i o n e n auf -<-Rekursionen r e d u z i e r e n zu können) 
setzen w i r wieder ( l ) , ( 2 ) aus 1o6 voraus. 
S a t z ^ J ^ E i n F u n k t i o n a l F der Ty p e n s t u f e n+1 s e i 
d e f i n i e r t durch e x p l i z i t e D e f i n i t i o n e n und -Rekursionen. 
Die Typenstufen der d u r c h R e k u r s i o n eingeführten H i l f s f u n k t i o n a l e 
s e i e n ^n+m+1 ( m ^ l ) . Dann kann man ei n e neue D e f i n i t i o n von F 
angeben, i n der a l l e d u r c h R e k u r s i o n eingeführten H i l f s f u n k t i o -
n a l e T y penstufen ^n+1 b e s i t z e n , i n der aber a n s t e l l e der 
X- R e k u r s i o n e n e i n e < - R e k u r s i o n verwendet w i r d m i t e i n e r 
k a n o n i s c h aus -< k o n s t r u i e r t e n Wohlordnung -< von einem 
2 . ( r ) 
Ordnungstyp |-< | < 2 m(KI - < o ) (wobei 2 Q ( f ) - £ , 2 i + 1 ( f ) - 2 ) . 
Beweis: M i t M^ bezeichnen w i r d i e Menge der i n der 
D e f i n i t i o n von F a u f t r e t e n d e n Typen m i t S t u f e n ^ k . I n 3· 3 
h a t t e n w i r eine Nummer t p € Num f u r ei n e n F 
Γ 
d a r s t e l l e n d e n u n e n d l i c h e n Term t p festgelegt» Dabei war -<Q 
eine k a n o n i s c h aus -< k o n s t r u i e r t e Wohlordnung vom Ordnungstyp 
M Q I = . O f f e n b a r kann man b e i fes t e m F a n s t e l l e von -<Q 
auch e i n e k a n o n i s c h aus -< k o n s t r u i e r t e Wohlordnung vom 
Ordnungstyp |-<_| = l-<l°l ( m i t passendem 1 ) verwenden, so 
daß a l s o t - £ Num . W e i t e r war R t„ ^ n+m+1 und 
Γ Γ 
PV t - , = 0 . Wendet man j e t z t d i e i n 3*7 k o n s t r u i e r t e 
Γ 
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R e d u n k t i o n s f u n k t i o n m-mal an, so erhält man eine Nummer 
Red .(Red „...(Red r t ) . . . ) ) = : Red*'V' 7 =: t * n+1 v n+2 v n+m F 7 / J F F 
-<* 
7 n+m+1 * * € Num des i n 2.12 k o n s t r u i e r t e n t - ' . Dabei i s t < F 
d i e Wohlordnung, d i e aus durch m-fache Anwendung der 
1 - O p e r a t i o n aus 3 · 6 e n t s t e h t (es war I-* 1/ = 2 ' ) und 
f o l g l i c h e i n e n Ordnungstyp l-< I < 2^( K/\*o) b e s i t z t . Aufgrund 
r * i 
der E i g e n s c h a f t e n der R e d u k t i o n s f u n k t i o n i s t R t ^ ^ n+1 und 
FV t _ = 0 . A l s o g i l t auch t . D £ Num . Als neue 
r r 
D e f i n i t i o n von F wählen w i r 
* / \ n+1 r *~ d i e s i s t möglich, da j a ( v g l . 3 · 5 ) W t ^ dasselbe 
* 
mengentheoretische F u n k t i o n a l d a r s t e l l t wie t ^ , nämlich F . 
Die v e r l a n g t e n E i g e n s c h a f t e n d i e s e r neuen D e f i n i t i o n ergeben s i c h 
u n m i t t e l b a r aus der D e f i n i t i o n der W e r t f u n k t i o n a l e i n 3 · 4 · 
Benierlcung^ Man kann l e i c h t e r r e i c h e n , daß i n der neuen 
D e f i n i t i o n von F sämtliche H i l f s f u n k t i o n a l e ( a l s o n i c h t nur d i e 
durch R e k u r s i o n eingeführten) ei n e T y p e n s t u f e ^n+1 b e s i t z e n , 
wenn man den B e g r i f f der -< -Rekursion etwas abändert, nämlich zu 
F ( x ) = A £ [ F ] , x j m i t einem e n d l i c h e n Term A . Der Beweis e r g i b t 
s i c h u n m i t t e l b a r aus dem Normalformentheorem für e n d l i c h e Terme. 
Eine Abänderung des Rekursionsschemas i s t nötig, da i n F ( x ) = 
G ( [ F 1 , , X ) G notwendig eine höhere Typenstufe a l s F b e s i t z t , "ι χ 
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§4 F o r m a l i s i e r u n g i n Erw e i t e r u n g e n von Gödel fs Τ Wir 
w o l l e n Satz 1 v e r a l l g e m e i n e r n , indem w i r von der Auf f a s s u n g 
abgehen, über a l l e F u n k t i o n a l e im mengentheoretis"chen Sinn zu 
reden. S t a t t d e s s e n b e t r a c h t e n w i r b e l i e b i g e Modelle der T h e o r i e Τ 
p r i m i t i v r e k u r s i v e r F u n k t i o n a l e von Godel 1958 i n der e x t e n s i o n a l e n 
V e r s i o n von Spector 1962 V e r w e i t e r t e m ·< -Rekursionen und" 
- I n d u k t i o n e n . Wir z e i g e n , daß Satz 1 auch i n diesem a l l g e m e i n e r e n 
K o n t e x t g i l t , und daß der Beweis q u a n t o r e n f r e i , genauer i n der 
b e t r a c h t e t e n E r w e i t e r u n g von Τ geführt werden kann. 
4.1 Wir gehen a l s o aus von der e x t e n s i o n a l e n V e r s i o n von 
Gödel !s Τ , wie s i e etwa i n Spector 1962 angegeben i s t . Für 
eine Wohlordnung -< von IK) s e i T^ d i e E r w e i t e r u n g von Τ 
um ·< -Rekursionen F ( x ) = G ( C F J ^ -,x) und ·< - I n d u k t i o n e n 
F.(x) = G ( r F . ] ^ x , x ) i-1,2 
F ^ x ) = F 2 ( x ) 
Dabei s t e h t & ] ^ χ für V ^ χ a l s o für Ay D(Fy ,£, c ^ ( y , x ) ) 
m i t D(x ,y ,z ) = χ , f a l l s z = 0 , und =y s o n s t . Aus der 
gewählten Form der - < - I n d u k t i o n erhält man l e i c h t andere Formen, 
etwa d i e f o l g e n d e : 
P ( 0 , y ) 
η 
P(Tg.xyL , hxy) P(x,y) 
1*1 1 ^ 
P(x,y) 
H i e r s t e h t £&±χ^^χ ^ ( g j ^ y * 0 * ^^(g^xy , x ) ) , und es i s t CK χ 
für a l l e x^O angenommen. 
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Über -< machen w i r wieder d i e Annahmen ( ΐ ) , ( 2 ) aus 1.6 . 
Die i n 1.6 angegebene Redu k t i o n von p r i m i t i v e n Rekursionen auf 
< -Rekursionen läßt s i c h dann auch i n durchführen. Wir können 
a l s o i n auf p r i m i t i v e Rekursionen v e r z i c h t e n . 
M i t T^ bezeichnen w i r d i e T e i l t h e o r i e von T^ , i n der 
a l l e d u r c h Rekursion eingeführten Kon s t a n t e n T y p e n s t u f e n ^ n+1 
b e s i t z e n . T^ + PL (bzw. HA^ ) s e i d i e E r w e i t e r u n g von T^ 
um d i e m e h r s o r t i g e i n t u i t i o n i s t i s c h e Prädikatenlogik ohne 
(bzw. m i t ) I n d u k t i o n s r e g e l «für d i e e r w e i t e r t e Sprache. T^ + PL 
i s t eine k o n s e r v a t i v e E r w e i t e r u n g von T^ , wie man m i t H i l f e der 
Gödel - I n t e r p r e t a t i o n ( s . etwa S p e c t o r 1962 ) l e i c h t b e w e i s t . 
Man hat da b e i zu beachten, daß d i e a u f t r e t e n d e n H i l f s f u n k t i o n a l e 
von T y p e n s t u f e n > n+1 a l l e e x p l i z i t d e f i n i e r t s i n d (für HA^ 
i s t das n i c h t mehr der F a l l ) . 
4*2 Unter denselben Voraussetzungen über -< wie i n 3 · 8 
g i l t 
Satz 2 Zu j e d e r Konstanten F i n T. (m£l) m i t der 
Typenstufe n+1 g i b t es eine K o n s t a n t e F f i n T*1^ m i t e i n e r 
k a n o n i s c h aus -< k o n s t r u i e r t e n Wohlordnung -< von einem 
Ordnungstyp |-< I < 2 (ΜΙ·οο) , so daß F x ^ ^ . x ^ = F ' x ^ . ^ x ^ 
mn+m , . , . , i n Τ „ beweisbar i s t . 
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Γ. 1 Zum Beweis s e i e n , *ζ , d i e und e i n t ^ , Q 
Num 1 n + m + 1 rait R t - j 1 ^ n+m+1 , PV t j = 0 wie i n 3.8 
gewählt. Wir zeigen i n 4·3 
1 F ~~ 
und i n 4-4 das f o l g e n d e ^ ^ ^ ^ i o n s j ^ j g ^ ' Μ s e i eine e n d l i c h e 
Menge von Typen m i t S t u f e n ^ i + 1 , und T € Μ . Dann i s t i n 
T j + PL a b l e i t b a r 
u^Num^' 1 A R ( u ) ^ k + 1 Λ T y p ( u ) = V 
Red, ( u ) € Nuni ' 
o^ ( I u I ) 
A | R e d k ( u ) l V 2 
(Red) A R ( R e d k ( u ) ) £ k 
A F V ( R e d k ( u ) ) PV(u) 
A T y p ( R e d k ( u ) ) τ 
A W u = W ' (Red, u) τ τ* k 
W e i t e r z eigen w i r i n 4*4 > daß u n t e r denselben Voraussetzungen 
über Μ i n T^ + PL a b l e i t b a r i s t 
t 
u€Num^' M Λ R ( u ) ^ k Λ Vv € * F V ( u ) ι1 Typ(v) € IL 
( » ) -<,M k 
Λ T y p ( u ) - V W K , M u = W ' k u j 
m i t e i n e r b e l i e b i g e n Menge M^^ Μ von Typen e i n e r S t u f e .· 
Daraus e r g i b t s i c h Satz 2 , denn i n T n * m hat m;an dann 
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p . W 1 n + m + 1 V O 
TP /w 
-W (Red .(Red o . 0 . ( R e d ' t j ) . . . ) ) 0 v n+ 1 v n+2 \ n+m F J '' *~ 
und damit eine D a r s t e l l u n g von F durch e i n e Konstante von T n„ . 
-< 
Α ι -η · m n + m ι -n m l n+m+1 r, -? Λ Tr7 . 4.3 Beweis von T. h F = W t„ Ο · Wir 
verwenden e i n i g e e i n f a c h e E i g e n s c h a f t e n der W e r t f u n k t i o n a l e , d i e 
w i r zunächst zusammenstellen«, Α bezeichne dabei einen e n d l i c h e n 
Term ( a l s o aufgebaut aus V a r i a b l e n und Z i f f e r n m i t Anwendungen 
und A b s t r a k t i o n e n ) , und W u s t e h t für 
W u ferw (Erw 0 rx? ( T r n + m a J ) . . . Γχ ^  ( T r n + m a ) ) ( d i e Parameter 
^ v — 1 r„ 1 Ρ f Ρ 1 " Ρ 
, Μ . b e i W s i n d weggelassen). 1 n+m+1 0 0 7 
(1) w ^ f v = w * b a f v 
(2) w ^ ^ V = i * , 4 t V 
(3) W ^ T = f a l l s χ n i c h t f r e i i n A . 
(4) W Α L t l = W A K y *e χ *ex 
(5) \ V = A^Et^J f a l l s Ί? a l l e i n Α f r e i e n V a r i a b l e n enthält, 
(1) - (5) ergeben s i c h u n m i t t e l b a r durch I n d u k t i o n über A . 
Zum Beweis von F = W rtS* i n T n + m beschränken w i r uns 
auf den F a l l , daß F durch "*>-Rekursion eingeführt wurde; d i e 
r e s t l i c h e n Fälle s i n d e i n f a c h e r bzw. t r i v i a l . F erfüllt dann 
e i n e R e k u r s i o n s g l e i c h u n g ( s 0 3 · 3 ) 
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F ( x ) = Α * [ & ] ^ χ 9 χ , < 1 ν . . . , β ] 
Γ ~ι 
Es genügt zu z e i g e n , daß W t ^ d i e s e l b e R e k u r s i o n s g l e i c h u n g 
erfüllt, a l s o 
W ' t p x = A T t w r t F " ] < x 9 x , G 1 , . o e , G p ] , 
denn durc h - < - I n d u k t i o n f o l g t daraus d i e Behauptung. Man erhält 
zunächst W r t χ = w((e3(x)) m i t e wie i n 3*3 > so daß a l s o 
f e ] ( x ) e i n e Nummer für A [ ^ t .)>. ,x, t " , · · . , t p ] i s t , d i e 
X I 1^ »A/ u- „ u 
Γ ι r "7 Ρ 
aus den Termnummern t n , . . 4 i t n für t n ,... , t n und 1
 •
 p
\
 1 p 
e* = e'(e,x) ( s . 3*3) f ü r ^ x i ^ e A / aufgebaut i s t . M i t (4) 
und (5) e r g i b t s i c h 
W rtp χ « A^f w i e ^ ( e , x ) ) , x , W r t G ^ , . . . ^ ^ ] . 
1 Ρ 
Nach Voraussetzung der I n d u k t i o n über F h a t man b e r e i t s 
r ι 
W t n = G. . Es genügt a l s o zu z e i g e n 
1 
W ( e ' ( e , x ) ) y = J < x y < x 
Dies b e w e i s t man u n m i t t e l b a r d u r c h U n t e r s c h e i d e n der Fälle y-< χ 
und y <f: χ . 
-< Μ 
4 · 4 Wir benötigen zunächst ei n e D a r s t e l l u n g von Num ' 
i n TT^ -Form, d i e man folgendermaßen e r h a l t e n kann. Unendliche 
Terme l a s s e n s i c h a u f f a s s e n a l s w o h l f u n d i e r t e Bäume, an deren 
S p i t z e n V a r i a b l e n oder Z i f f e r n a n g e h e f t e t s i n d , und für d i e j e d e r 
Knoten entweder 2-fach v e r z w e i g t i s t (das e n t s p r i c h t der 
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Anwendung), oder e i n f a c h v e r z w e i g t i s t und e i n e V a r i a b l e a n g e h e f t e t 
h a t (das e n t s p r i c h t der Λ-Abstraktion m i t d i e s e r V a r i a b l e n ) , oder 
CO - f a c h v e r z w e i g t i s t (das e n t s p r i c h t der F o l g e n b i l d u n g ) . Jede 
Termnummer r t n kann man s i c h dann i n d u k t i v entlang'dem a l s Bäum 
aufgefaßten Term t entstanden denken, indem man an jeden Knoten 
ei n e Nummer des entsprechenden T e i l t e r m s a n h e f t e t . Die E i g e n s c h a f t 
4 Μ 
u β Num 1 i s t a l s o äquivalent damit, daß u e i n e n solchen 
w o h l f u n d i e r t e n Stammbaum b e s i t z t . L e t z t e r e s läßt s i c h aber l e i c h t 
i n 77^ -'Form d a r s t e l l e n : Man hat auszudrücken, daß an j e d e r S t e l l e 
(= Folgennummer) u der Baum l o k a l k o r r e k t i s t , d.h. daß d i e d o r t 
a n g e h e f t e t e Termnummer ( l e i c h t durch p r i m i t i v e H ekursion 
nach η zu d e f i n i e r e n ) m i t i 0 a G a l l e n i h r e n Vorgängern u n * ^ j _ > > 
ί = 0 , 1 , 2 . · . , entsprechend der D e f i n i t i o n der Termnummern zusammen­
hängt. Die W o h l f u n d i e r t h e i t i s t dann a u t o m a t i s c h erfüllt, da 
insbesondere I u „ y. v ! -4 l u | v e r l a n g t w i r d und -< ei n e Wohl-η*<ι> η ° 
-< Μ 
Ordnung i s t . - Die so gewonnene D a r s t e l l u n g von u € Num 9 hat 
d i e Form VxP(x,u) m i t einem Prädikat Ρ , das p r i m i t i v r e k u r s i v 
i s t i n der Auf Zählungsfunktion Aab. [aj (b) von TP . 
A l s e r s t e s e r h a l t e n w i r j e t z t , daß s i c h d i e im Reduktions-
lemma a u f t r e t e n d e Formel (Red) und d i e Formel (*) u n t e r den 
i n 4*2 f o r m u l i e r t e n Voraussetzungen i n HA^ a b l e i t e n l a s s e n . 
Beide Male e r g i b t s i c h d i e A b l e i t u n g l e i c h t m i t - i - I n d u k t i o n 
nach |u| , f a l l s man ( i m F a l l (Red) ) v o r a u s s e t z t ( v g l . 3 · 7 ) 
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u,v,w€ Nurn^' 1 A V a r ( v ) A F V ( U ) n # F V ( w ) = 0 * * 
A T y p ( u ) = V A Typ(v)=Typ(w)= V 
Sub^(u,v,w) € Nunf*'^ 
(Sub) Λ I S u b ^ U j V , * ) / ^ lwl©|ul 
A R(Sub 1(u,v,w)) ^ max(Ru,Rw,Sw) 
A FV(Sub (u,v,w)) ^ ^ ( F V ( u ) - # { v t * r ) J # F V ( w ) 
λ Typ(Sub 1(u,v,w)) = V 
Λ W* , M(Sub„uvw)c = w"* , Mu(Erw c ν (W^' Mwc)) 
Auch d i e s erhält man l e i c h t durch ^ - I n d u k t i o n nach ] u l , wenn 
man eine entsprechende Formel '(ümb) für d i e F u n k t i o n Umb zur 
Verfügung hat ( s . 3 · 7 ) > und (ümb) wiederum e r g i b t s i c h durch 
-4 - I n d u k t i o n nach (u/ aus e i n e r entsprechenden Formel ( E r s ) für 
d i e F u n k t i o n Ers ( s . 3 · 7 ) * d i e s i c h dann schließlich d i r e k t 
d u rch - ^ - I n d u k t i o n nach i u ] beweisen läßt. 
Aus den s k i z z i e r t e n A b l e i t u n g e n von (Red) und (*) m 
HA^ k o n s t r u i e r e n w i r nun m i t H i l f e des Herbrand 1 sehen Satzes d i e 
gesuchten A b l e i t u n g e n i n T^ , + PL ( v g l . K r e i s e l 1958 und 
Shepherdson 1965 ) • Dazu beachte man zunächst, daß a l l e durch 
- < - I n d u k t i o n h e r g e l e i t e t e n Formeln m i t Quantoren, a l s o ( * ) , 
(Red), ( S u b ) , (ümb) und ( E r s ) , d i e G e s t a l t 
VxP(x,u) -* Q(u,#) 
haben m i t q u a n t o r e n f r e i e n P,Q . D i e Beweise erschließen d i e s 
j e w e i l s m i t den M i t t e l n der i n t u i t i o n i s t i s c h e n Prädikatenlogik aus 
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aus /Iiiabschlüssen q u a n t o r e n f r e i e r Formeln und aus' b e r e i t s a b g e l e i -
t e t e n Exemplaren der Formeln ( S u b ) , (Umb), ( E r s ) . Wir w o l l e n 
jedesmal eine F u n k t i o n f k o n s t r u i e r e n , so daß P ( f ( u , ^ ) , u ) —* 
i n T^ a b l e i t b a r i s t . Dazu können w i r ausgehen von e i n e r 
A b l e i t u n g i n der i n t u i t i o n i s t i s c h e n Prädikatenlogik für d i e Formel 
^ 3 R ( l ) A V^,v3x[ I v U lul Α P(x,v) Q(v,*?)] 
Λ \/xP(x,u) Q ( u ^ ) 
i n der Sprache von , m i t q u a n t o r e n f r e i e m R . Zur V e r e i n ­
fachung l a s s e n w i r d i e Parameter ig weg und nehmen =z an. 
Nach dem Herbrand fsehen Satz g i b t es Terme 
s ± s s i ( u , x 1 , . . . , x i e 1 ) für i=1,...,n 
t s t ( u , x 1 , . . . , x n ) für j=1,...,m · 
r, s r, ( u , x . , . ο . ,x ) für k=1 , . . . , 1 
k k x 1 n/ ' 
vom Typ 0 , so daß i n der Au s s a g e n l o g i k a b l e i t b a r i s t 
/XS R ( r k ) A ^ [ I s . U l u ) A P(x.,s.) -H> Q ( s . ) ] 
k i * * 
A P ( t ,u) Q(u) . 
j J 
I n T^ i s t a l s o a b l e i t b a r 
(1) ^ [ I s . U i u l Λ P(x s )-» Q(s ) ] - > N ^ [ p ( t , u ) - * Q ( u ) ] . 
i j 
Man d e f i n i e r e nun eine F u n k t i o n f d u r c h d i e f o l g e n d e ->-Rekursion 
nach |u| 
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f ( u ) = m i n { t ^ . ( u ? x 1 ,. . · , x n ) | P( t^. ( u , x 1 , . . F X r ) ,u)-*Q(u) } , 
wobei g e s e t z t i s t 
J f ( s . ( u , x 1 , ο . , χ . β 1 ) ) f a l l s |s, ( u , x 1 , . . » x ^ ^ M /u/ 
1 L 0 sonst · 
Aus ( l ) erhält man dann i n 
/X\ [ Is.l < lul Λ P ( f ( s . ) , 8 . ) -9 Q ( s . ) ] f p ( f (u) ,u) Q ( u ) ] 
i 
und damit d i e Prämisse e i n e r - < - I n d u k t i o n nach Ju| , d i e s i c h 
l e i c h t auf d i e i n 4 · 1 angegebene Form b r i n g e n läßt. Also i s t 
P ( f ( u ) , u ) Q(u) i n a b l e i t b a r . 
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I I C h a r a k t e r i s i e r u n g e i n e r e r w e i t e r t e n G r z e g o r c z y k - H i e r a r c h i e 
u n t e r Verwendung u n e n d l i c h e r Terme 
Wir b e t r a c h t e n d i e f o l g e n d e E r w e i t e r u n g der Grzegorczyk-
H i e r a r c h i e (nach Robbin 1965 )' ^ ür 0(<ε^ s e i F^ d e f i n i e r t 
durch P Q ( x ) = 2 X , P Ä + 1 ( x ) ^ F ^ x ) ( x ) , F A ( x ) = ( x ) 
( p ^ x ^ x - t e I t e r i e r t e von , A£x3 x - t e s G l i e d e i n e r 
kanonischen Fundamentalfolge für λ ) und € = ^ ( 3 * ) (elemen-
t a r e r Abschluß von F a ) . Für ^ χ < £ ζ< und für d i e e i n z e l n e n 
^ s i n d e i n e Reihe von C h a r a k t e r i s i e r u n g e n bekannt* Wir fügen 
h i e r zwei w e i t e r e h i n z u . 
F 
Jedes p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n a l kann man nach T a i t 
A 
1965a (ausgehend von e i n e r D e f i n i t i o n von F ) kanonisch 
2 
d a r s t e l l e n durch einen u n e n d l i c h e n Term t ^ der T i e f e | t p j < c o , 
und t _ , läßt s i c h m i t H i l f e von λ-Konversionen r e d u z i e r e n auf F 
einen u n e n d l i c h e n T erm t - , der T i e f e \tTX\< , i n dem d i e 
F F 0 1 
Typenstufen der T e i l t e r m e n i c h t größer s i n d a l s d i e Typenstufe 
des Gesamtterms ( s . 12) . I n 13 haben w i r gesehen, daß m i t einem 
gee i g n e t e n Konzept von Termnummern dem Ubergang von t _ zu t« 
Γ Γ 
eine p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n Red e n t s p r i c h t . Aus e i n e r 
kanonisch zu wählenden ( s . 1 3 · 3 ) Nummer rtS* von t„ erhält 
Γ r 
* Γ ^ 
man a l s o i n p r i m i t i v r e k u r s i v e r Weise eine Nummer Red t ^ von * 1 l ) t - und damit insbesondere eine O r d i n a l z a h l WOc^+k < a l s F F 0 1 l ) 
Da w i r h i e r p r i m i t i v r e k u r s i v e (und n i c h t wie i n I -< - r e k u r s i v e ) 
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m Schranke für d i e i i e f e von t - , . Die O r d i n a l z a h l (X^ < 8^ w o l l e n Ρ P O 
w i r a l s Kompliziertheitsmaß für d i e gegebene D e f i n i t i o n des 
p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n a i s * a u f f a s s e n . 
Sei nun insbesondere f e i n p r i m i t i v r e k u r s i v e s F u n k t i o n a l 
der T y penstufe 1 , a l s o eine F u n k t i o n . Nach 13·'8 läßt s i c h f 
o-«f+k+1 ,M r ^ n 
d a r s t e l l e n i n der Form f = W t ^ m i t e i n e r Menge Μ 
von Typen der S t u f e n 0,1 . Also kann man f durch eine 
60·^ -Rekursion und p r i m i t i v r e k u r s i v e Operationen d e f i n i e r e n , 
ohne daß dabei H i l f s f u n k t i o n a l e von Typenstufen >1 a u f t r e t e n . 
M i t der D a r s t e l l u n g ^ = ^ u für 0C< 8^ aus Schwichtenberg 1971 
f o l g t f 6 ^ , f a l l s <X >co # 
f 
I s t m+1 ( m ^ l ) d i e größte Typenstufe eines durch 
R e k u r s i o n eingeführten H i l f s f u n k t i o n a l s i n der gegebenen D e f i n i t i o n 
von f - k u r z : hat ( d i e D e f i n i t i o n von) f den Rang m+1 - , 
so erhält man aus der K o n s t r u k t i o n von oc~ l e i c h t ίΌ^ΛΤ < 2 (co ) 
60 i m 
-"m+1 U i t "θ 1" 1» " i + r = >^ 1 ) , a l s o ^ ^ < u 
12) m + 1 
^o(< ^ 1 d.h. f i s t ^ JJJ^-J - r e k u r s i v . Umgekehrt f o l g t 
m+1 
F u n k t i o n a l e b e t r a c h t e n , benötigen w i r für d i e T i e f e n s c h r a n k e n 
n i c h t mehr g e e i g n e t zu k o n s t r u i e r e n d e Wohlordnungen, sondern w i r 
können e i n e f e s t e Standard-Wohlordnung vom Ordnungstyp £^ 
zugrunde l e g e n . Entsprechend verwenden w i r W e r t f u n k t i o n a l e W*'" 
d i e a n a l o g zu Ι 3 · 4 durch s i m u l t a n e c<-Rekursion ( s . 11.4) 
d e f i n i e r t s i n d . 
12) 
'Dies f o l g t auch aus Howard 1 9 7 0 a , § 5 · S. auch Parsons 1 9 7 1 · 
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aus T a i t 1*967' > daß jede £0^^-rekursive P u n k t i o n auch d e f i n i e r b a r 
i s t a l s p r i m i t i v r e k u r s i v e s F u n k t i o n a l vom Rang m+1 . Insbesondere 
e r g i b t s i c h , daß das oben d e f i n i e r t e Kompliziertheitsmaß u n t e r 
E r h a l t der E i g e n s c h a f t f € £ ^ n i c h t so v e r k l e i n e r t werden kann, 
daß für ei n e D e f i n i t i o n vom Rang m+1 e i n e r 60 - aber n i c h t 
& m+1 ' 
u> - r e k u r s i v e n F u n k t i o n f das neue Kompliziertheitsmaß < co w i r d , m m 
Wir d e f i n i e r e n h i e r e i n e e i n f a c h e Normalform für d i e 
D a r s t e l l u n g der ξ- - r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n a l s p r i m i t i v r e k u r s i v e 
F u n k t i o n a l e und z e i g e n , daß für solche N'ormalf ormen das oben 
d e f i n i e r t e Kompliziertheitsmaß u n t e r E r h a l t der E i g e n s c h a f t 
f € i f überhaupt n i c h t mehr v e r k l e i n e r t werden kann. M i t anderen 
Worten 5 D e f i n i e r t man ^ := f f J f d e f i n i e r b a r a l s p r i m i t i v 
r e k u r s i v e s F u n k t i o n a l m i t Kompliziertheitsmaß , so hat man 
eine C h a r a k t e r i s i e r u n g der e r w e i t e r t e n G r z e g o r c z y k - H i e r a r c h i e 
i n der Form £ = & für u±oc<S 
OC OL 0 
M i t im w e s e n t l i c h e n demselben Beweis e r g i b t s i c h noch eine 
andere, eng verwandte C h a r a k t e r i s i e r u n g der ^ , d i e v i e l l e i c h t 
von I n t e r e s s e i s t . Dabei geht man aus vom B e g r i f f e i n e r prädikativen 
Termnummer, d.h. e i n e r Termnummer, b e i deren Aufbau k e i n e Typen 
von höheren S t u f e n verwendet werden a l s es d i e Typenstufe der 
gesamten Termnummer a n g i b t . Für d i e T i e f e n s c h r a n k e n s e i wieder 
eine f e s t e Standard-Wohlordnung vom Ordnungstyp SQ zugrunde 
g e l e g t ^ ^  . D e f i n i e r t man dann 'TP. = £f | f d e f i n i e r b a r durch 
13) 'Man könnte v e r s u c h t s e i n , h i e r d i e Bezugnahme auf eine Standard-
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eine prädikative Termnummer m i t T i e f e n s c h r a n k e <Όβ(<χ + ΐ)} , so i s t 
^ = ^  für ω±*<ε . 
§1 Sine Normalform der p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l e 
der T y p e n s t u f e 1 Wir gehen aus v o n d e r schon mehrfach erwähnten^^ 
Tatsache, daß jedes p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n a l der Typenstufe "1 
15) 
eine £^ - r e k u r s i v e F u n k t i o n i s t , a l s o 7 durch Einsetzungen 
aus p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n und e i n e r der f o l g e n d e n 
F u n k t i o n e n F^ , < X < £ Q > e r h a l t e n werden kann: 
F Q ( x ) = 2 X 
-,(x) = F i X ^ ( x ) x - t e I t e r i e r t e von R j 
Ρ λ ( χ ) = P W x ) · 
Dabei i s t >[>3 für L imeszahlen X< £ n wie f o l g t d e f i n i e r t : 
Jede s o l c h e Limeszahl läßt s i c h e i n d e u t i g d a r s t e l l e n i n der Form 
; \^ " ~' " ' iann λ = Co n + . . .+ co 0 m i t λ> oc > . . . > < * > ( ) . ^s s e i d  η 0 
χ oc öi -1 
6o n + . . . + co + Up ·χ f a l l s # 0 N a c h f o l g e r z a h l 
co + . . . + C0 + 6J f a l l s <XQ Limeszahl . 
Wohlordnung wegzulassen und etwa Termnummern ganz ohne T i e f e n ­
schranken zu d e f i n i e r e n . Dann k o l l a b i e r t jedoch d i e entstehende 
H i e r a r c h i e : Unter Verwendung von Feferman 1962 z e i g t man l e i c h t , 
daß es zu j e d e r r e k u r s i v e n F u n k t i o n einen Term der T i e f e £(<^+ co^ 
g i b t , der ei n e solche Termnummer b e s i t z t . 
14·) 1 S) 
's. E i n l e i t u n g zu I , 3 .3 . 's. Schwichtenberg 1971 
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Die gesuchte Normalform der p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l e der 
Typenstufe 1 e r h a l t e n w i r , indem w i r d i e F u n k t i o n e n F^ i n 
e i n f a c h e r Weise a l s p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n a l e d a r s t e l l e n . 
Dazu e r w e i t e r n w i r d i e eben angegebene D e f i n i t i o n der 
n+ Ί 
Fu n k t i o n e n F Ä z u e i n e r D e f i n i t i o n von F u n k t i o n a l e n F , 
C X < £ Q , von Standardtypen n+1 ( m i t n+1 := n-*n ) : 
2 υ f a l l s n=0 
Ρ 0 + 1 χ η " · Χ 0 : = 1 V ( X 0 } 
^ X n 1° * e X 0 sonst 
(χ ) 
F n +^!x ...x := ( E ^ + > ! ) ^ x *··Χ^ c< + 1 η ο v « ' η 0 
λ η 0 ^^ xo^ η 
Dabei i s t χ. eine V a r i a b l e des Sta n d a r d t y o s i , und z.B. 
(χ 0) χ x ....x^ s t e h t für I x ^ x *..x~ m i t einem I t e r a t i o n s -n n - 1 0 0 η 0 
f u n k t i o n a l ^ vom Typ 0,n,n - 1 , . . . , 0 - * 0 , d e f i n i e r t durch 
IOyz = ζ , l ( x + l ) y z = y ( l x y z ) . 
Lemma F ? + V n = F N f a l l s /$ + t o * = /S#co* . 
* Ρ ß+cJ* 1 1 
Die Bedingung /S+co = co drückt aus, daß i n der 
Cantor'sehen Normalform von β der l e t z t e Summand Co ein e n 
Exponenten ß^oc b e s i t z t . - Wir beweisen das Lemma durch 
I n d u k t i o n nach <* . **=0 : 
- 4 8 -
n+1 η η ^ Χ 0 ^ F~ χ
 Λ
 . ο . χ ~ = ( F« ) χ .···χ~ Ο β η-1 Ο ν β y η-1 Ο 
«η Je ^  λ Χ · · © Χ λ £ + 1 η 0 
N a c h f o l g e r z a h l : 
(χ ) 
« F £ X n - 1 * 0 " ^oc-V V n - Γ · 0 
ρ η 
* ^ 1 χ η - 1 ο β β Χ 0 ·χ0 
F X . · · · Χ Λ 
η-1 0 (ρ+«")Γχ01 
(λ Limeszahl: 
F ( i + 1 i ) s x n - r # o X o " i r x 0 ^ p A x n - r β β Χ ο 
= F r -, χ ,., βχ χ ] η - 1 0 
υ 
Ρ Χ . . . .Χ, 
(/&
+W
")fx
0
l η - 1 " · Λ 0 
ρ η Ρ Χ . 9 Ο · Χ λ · α η-1 0 
Aus dem Lemma f o l g t , daß jedes , ^ < ^ Q > a l s o 
insbesondere auch jede der F u n k t i o n e n F^ , aus den sehr e i n f a c h e n 
n+1 
F u n k t i o n a l e n F^ ( i m w e s e n t l i c h e n s i n d das I t e r a t i o n s f u n k t i o n a l e ) 
a l l e i n d u r c h Anwendungen aufgebaut werden kann, wobei s i c h der 
Aufbau an der Cantor'sehen Normalform der O r d i n a l z a h l α < ^ ο 
o r i e n t i e r t . Man beachte, daß i n diese D a r s t e l l u n g der Funk t i o n e n 
F^ , <X < £ Q , d i e Fundamentalfolgen λ[χ] n i c h t mehr eingehen. 
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§ 2 C h a r a k t e r i s i e r u n g der e r w e i t e r t e n G r z e g o r c z y k - H i e r a r c h i e 
W i r w o l l e n j e t z t d i e i n der E i n l e i t u n g angegebenen C h a r a k t e r i s i e -
rungen der ^ beweisen, a l s o 
Satz_ € u = = ^ für 0C< l Q . 
Be weiss ~ g i l t a u fgrund der D e f i n i t i o n e n . Die 
I n k l u s i o n ^ - ζ* fü r £J ^  < £^ e r g i b t s i c h m i t demselben 
Beweis, m i t dem w i r i n der E i n l e i t u n g f€ ff^ für UC&cu- g e z e i g t 
f 1 
h a t t e n . Zum Beweis von ^ £ ^ beachte man, daß jede ( ^ - F u n k t i o n 
s i c h aus F^ und p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n durch E i n s e t -
zungen d e f i n i e r e n läßt. Da o f f e n b a r jedes <£^ < a l l e p r i m i t i v 
r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n enthält und abgeschlossen i s t gegen 
Einsetzungen, genügt es zu zeigen F^€ ^ . Dazu gehen w i r aus 
von der i n § 1 angegebenen D a r s t e l l u n g der F u n k t i o n e n F^ , 
η+1 
nämlich d u r c h geeignete Anwendungen der F u n k t i o n a l e F^ a u f -
e i n a n d e r . Wir haben zu z e i g e n , daß für die s e D a r s t e l l u n g von F^ 
das i n der E i n l e i t u n g d e f i n i e r t e Kompliziertheitsmaß i s t . 
Es i s t für das fo l g e n d e bequem und wohl auch ohne Mißverständ-
n i s s e möglich, Termnummern durch Angabe der zugehörigen Terme 
oder auch F u n k t i o n a l e m i t z u t e i l e n . Zu zeigen i s t a l s o , daß ( d i e 
Termnummer für) F^ nach Redu k t i o n auf den Rang 1 ( m i t dem 
i n 13·7 angegebenen R e d u k t i o n s v e r f a h r e n ) e i n e T i e f e n s c h r a n k e 
<^>(<κ+ΐ) erhält. Dazu zeigen w i r a l l g e m e i n e r 
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Beh^u^tung: **at ^ m n = = 0 nach Re d u k t i o n auf 
den Rang 1 eine T i e f e n s c h r a n k e 60*c*+k , und im F a l l n £ 1 
nach Re d u k t i o n auf den Rang n+1 d i e G e s t a l t λχ . . .x^. <^  . ./χ,. 
η 0 N 0 
und eine T i e f e n s c h r a n k e <y*(l+<*)+k · 
Der Beweis e r f o l g t durch I n d u k t i o n über oc 0 Für OC =0 
e r g i b t s i c h d i e Behauptung l e i c h t aus der ' K o n s t r u k t i o n von r t , , T 
i n 13*3 ° Sei nun ß+to = β # u> 0 Wir müssen u n t e r s u c h e n , wie 
s i c h 
F n = p n + 1 F K /f oc oc β /S+u> ^ 
b e i R e d u k t i o n auf den Rang η verhält, wobei w i r uns an der 
D e f i n i t i o n der F u n k t i o n Red i n 13*7 zu o r i e n t i e r e n haben. 
n+1 
Zunächst e r f o l g t d i e Red u k t i o n auf den Rang n+1 i n F und 
£/S g e t r e n n t . F<£+^ erhält nach I n d 0 v o r 0 d i e G e s t a l t 
λχ ...χΛ,(...)χΛ und eine T i e f e n s c h r a n k e cj»il+&:)+k . Die η 0 ' 0 
Reduktion auf den Rang η überführt d i e s e Termnummer i n ei n e 
andere d e r s e l b e n G e s t a l t , aber m i t e i n e r T i e f e n s c h r a n k e 
ω·( 1 + oc) 1 +<* 
2 +k = Co +k · Die Reduktion auf den Rang η überführt 
w e i t e r FJ£ nach I n d u k t i o n s v o r . i n eine Termnummer m i t e i n e r 
T i e f e n s c h r a n k e cj-(sg(n)+/S)+l m i t sg(n)s = 1 - ( 1-n) , a l s o 
schließlich F n i n Λχ ,. . β χ Λ Χ ^x~ m i t e i n e r T i e f e n -
a n - 1 0 0 
schranke <o.(sg(n)+j£)+l+6o +k* = oo>(sg(n) +ß+£oc) +k* . Damit i s t d i e 
Behauptung und a l s o auch der Satz bewiesen. 
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B ^ e r k u n g ; Genau wie ^ ^ für C J ^ Ö C « ^ ^ beweist 
man auch ^ < c o ^ - ^ * < 0 = ^ ( K l a s s e der p r i m i t i v r e k u s i v e n 
F u n k t i o n e n ) . Da a n d e r e r s e i t s i s t , h a t man 
« < 0 Λ " <X<CO <* 
I I I Bar Rek u r s i o n der Typen 0 und 1 führt n i c h t aus den 
p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l e n hinaus 
Kleene 1959 und K r e i s e l 1959c haben unabhängig 
voneinander den B e g r i f f des s t e t i g e n ( K l e e n e : c o u n t a b l e ) F u n k t i o n a i s 
eingeführt. Für d i e Typen (O-^r)-^O m i t r = 0 und ττ = 1 (:=0-*θ)' 
- m i t denen w i r uns h i e r hauptsächlich befassen - stimmt d i e s e r 
B e g r i f f m i t dem'üblichen ( t o p o l o g i s e h e n ) überein, wenn man Μ 
m i t der d i s k r e t e n T o p o l o g i e und w , (/V ) m i t den entsprechenden 
16) 
P r o d u k t t o p o l o g i e n v e r s i e h t '. A l l g e m e i n g i l t für e i n s t e t i g e s 
F u n k t i o n a l Y vom Typ (0->•£")-*() , daß Ya nur voe einem 
e n d l i c h e n Anfangsstück der Argumentfolge a vom Typ ^ 
abhängt, a l s o 
( 1 ) Va 3m Vb( V n < m:an=bn Ya=Yb) . 
Nach Kleene 1959 i s t jedes r e k u r s i v e , insbesondere a l s o jedes 
p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n a l s t e t i g . 
Wir zeigen i n § 1 , daß zu gegebenem p r i m i t i v r e k u r s i v e n 
17) 
F u n k t i o n a l Y vom Typ ( 0 * 9 r ) - i 0 m i t τ « 0 , 1 e i n p r i m i t i v 
'Das i s t z.B. für den Typ 3 = ( ( 0 - * θ)-ν 0 ) - * 0 n i c h t mehr der 
F a l l , wie z u e r s t K r e i s e l bemerkt hat ( i n Vorlesungen 195ö/59> 
L e c t u r e 26) 
17) 'Für Typen τ e i n e r S t u f e £ 2 i s t d i e entsprechende Aussage 
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r e k u r s i v e r S t e t i g k e i t s m o d u l k o n s t r u i e r t werden kann, der 
jedem a e i n m m i t der i n ( l ) f o r m u l i e r t e n E i g e n s c h a f t 
z u o r d n e t , d.h. so daß g i l t 
( 2 ) V a,b( V n < M Ya:an=bn Ya=Yb) . 
Den Beweis führen w i r m i t H i l f e der Technik von Kap. I ( u n e n d l i c h e 
Terme und Wertfunktionale)· er läßt s i c h i n ( d e r e x t e n s i o n a l e n 
V e r s i o n von Gödel's) Τ f o r m a l i s i e r e n . - Dieses R e s u l t a t wurde 
z u e r s t von K r e i s e l i n Vorlesungen 1971/72 bewiesen. 
Eine e n d l i c h e Folge aO,...,a(n - 1) von F u n k t i o n a l e n 
des Typs τ heißt g e s i c h e r t ( b z g l . Y vom Typ (θ-*τ)—*0 ) , 
wenn Y auf a l l e n F o r t s e t z u n g e n davon denselben Wert h a t , 
d.h. wenn g i l t 
Vb( Vm< n: am=bm —» Ya=Yb) . 
Für s t e t i g e s Y b i l d e n a l s o wegen ( l ) d i e u n g e s i c h e r t e n Folgen 
ei n e n w o h l f u n d i e r t e n Baum. Wir zeigen i n § 2 , daß für p r i m i t i v 
r e k u r s i v e s Y und τ=0,1 d i e s e r -^ aum ei n e T i e f e < ^ Q b e s i t z t . 
Dies g i l t i n dem s c h a r f e n Sinn, daß man eine i n Τ d e f i n i e r b a r e 
E i n b e t t u n g des Baumes i n eine Standardwohlordnung eines Ordnungs-
n i c h t mehr r i c h t i g . Auch g i b t es für k e i n ττ e i n e n p r i m i t i v 
r e k u r s i v e n gleichmäßigen S t e t i g k e i t s m o d u l Μ , so daß a l s o (2) 
m i t MYa s t a t t M^a g i l t . Beides f o l g t aus e i n e r (unveröffent-
l i c h e n ) A r b e i t von Howard " H e r e d i t a r i l y m a j o r i z a b l e f u n c t i o n a l s 
o f f i n i t e t y p e " , 1972 . 
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t y p s < £Q f i n d e n kann. Daraus f o l g t dann l e i c h t , daß d i e (Regel 
d e r ) Bar R e k u r s i o n der Typen 0 und 1 n i c h t aus den p r i m i t i v 
r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l e n hinausführt . Die Beweise verwenden 
wieder d i e Technik aus ^ap. I ; s i e l a s s e n s i c h i n Τ f o r m a l i -
s i e r e n . - Für τ=0 f o l g t d i e s auch aus T a i t 1965^ > zusammen 
m i t dem Resutat aus Kap« I ( b r i e f l i c h e M i t t e i l u n g e n von 
\ 19) 
W0 Howard und Ge K r e i s e l ) . M i t der Reduktion der Bar Re k u r s i o n 
vom Typ 1 auf den Typ 0 i n Howard 1963 kann man d i e 
Abg e s c h l o s s e n h e i t von Τ gegen Bar Rekursion vom Typ r*=1 auch 
aus der für ^=0 beweisen; man bra u c h t dazu d i e E x i s t e n z eines 
p r i m i t i v r e k u r s i v e n S t e t i g k e i t s m o d u l s Μ ( s . §1). 
§1 S t e t i g k e i t s m o d u l n für p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n a l e 
Sei Y e i n p r i m i t i v r e k u r s i v e s f u n k t i o n a l vom Typ (θ-*τ)-* 0 . 
Wir behandeln zunächst den F a l l x - O ; d i e für r = 1 notwendigen 
Änderungen d i s k u t i e r e n w i r am Schluß dieses Paragraphen. Y 
läßt s i c h (ausgehend von e i n e r D e f i n i t i o n von Y) kanonisch 
d a r s t e l l e n durch einen u n e n d l i c h e n Term t ^ ( s , I § 2 ) . 
Sei χ ei n e V a r i a b l e vom Typ O-*"^  , a l s o 0-*0 . Dann h a t 
t y x s t den Typ 0 * t v kann man m i t Α-Konversionen auf 
Dagegen führen d i e Regel der Bar Rekursion e i n e s Typs der 
S t u f e ^2 und auch der Operator der Bar Rekursion vom Typ 0 
aus den p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l e n h i n a u s . Dies f o l g t aus 
K r e i s e l 1 s Anhang zu Spector 1962 und aus Howard 1968 . 
1 9 V g l . auch D i l l e r 1968 und Howard 1970b . 
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eine Normalform t v m i t R t v =0 und / ' t v < £~ r e d u z i e r e n 
Yx Yx Yx 0 
(^ach T a i t 1965a ; s. I 2.10 ) . O f f e n b a r enthält t y höchstens 
d i e V a r i a b l e χ f r e i . 
W ir b e t r a c h t e n j e t z t a l l g e m e i n Terme vom Typ 0 i n 
Normalform ( a l s o Rt=0 ) , d i e höchstens d i e V a r i a b l e χ f r e i 
e n t h a l t e n ; s i e werden im f o l g e n d e n m i t t ( e v t l . m i t I n d i z e s ) 
b e z e i c h n e t . Solche Terme haben e i n e n besonders e i n f a c h e n Aufbau: 
s i e können nur von der G e s t a l t x t oder < ^ t ^ t oder g l e i c h 
e i n e r Z i f f e r η s e i n . Zu jedem s o l c h e n t d e f i n i e r e n w i r 
i n d u k t i v e i n t du r c h 
x t :s maxv t , t + 1 ; 
<t^yt :~ max(t\ <"t.>t) 
k := k . 
Dabei s i n d max, +1 a u f z u f a s s e n a l s u n e n d l i c h e Terme, d i e d i e 
entsprechenden p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n d a r s t e l l e n ( s . 1 2 . 4 ) . 
SS 
t h a t dann f o l g e n d e E i g e n s c h a f t . 
n<W t : an=bn —> W t = W t ^ — ~ — χ x x 
Beweis d u r c h I n d u k t i o n über t . Im F a l l e i n e r Z i f f e r k 
i s t d i e Behauptung t r i v i a l . F a l l ^ ^ x t : G e l t e Vn< W^  x t : an=bn . 
Wegen x t s raax(t, t + 1 ; f o l g t daraus 
(1) V n < W a t : an=bn 
x 
( 2 ) a(wjt) = b(wjt) . 
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Zu zeigen i s t W^(xt) = V T ( x t ) , a l s o a(W*t) = b(llrt) .Aus (1) 
erhält man m i t der I n d . v o r . W at = W^t , und daraus m i t (2) d i e 
Behauptung. F a l l <t^t : Ge l t e V n < W ^ < t i > t : an=bn . Wegen 
( t ^ t — max(t, ^ t ^ t ) f o l g t daraus ( l ) und 
(3) V n < ( l a ( i . ) ) ( l a t ) : an=bn . 
Zu zeigen i s t W*«t.>t) = W°«t.>t) , a l s o (W a<t.»(W at) = 
b b 
(W ^ t ^ ) ( W t ) . Aus ( 1 ) erhält man wieder m i t der I n d . v o r . 
vV^t = W^t =: j . (3) besagt dann a l s o 
(3) 1 V n ^ W a £ . : an=bn . χ j 
a b 
Daraus f o l g t m i t der I n d . v o r . W t . = W t . , und das war zu zeigen. 
a * S e t z t man nun M„a := W t v , so f o l g t aus Υ χ Yx & 
\ a * b ^ Vn<M__a: an=bn nach dem Lemma W t v = W t v , a l s o auch Υ χ Yx χ Yx ' 
a b W t v = W t . r und damit Ya = Yb , d.h. M„ i s t e i n S t e t i g k e i t s -x Yx χ Yx Y 
modul für Y . 
Um zu z e i g e n , daß e i n p r i m i t i v r e k u r s i v e s F u n k t i o n a l 
i s t , gehen w i r j e t z t zu Termnummern über. Dabei können w i r d i e 
Ti e f e n s c h r a n k e n aus e i n e r f e s t e n Standardwohlordnung vom Typ £Q 
20) 
wählen y . H i n r e i c h e n d große Schranken <X< £Q für d i e benötigten 
T i e f e n s c h r a n k e n und Μ für d i e Menge der a u f t r e t e n d e n Typen 
s e i e n für das f o l g e n d e f e s t gewählt. - I n Ι3·7 h a t t e n w i r 
s. Fußnote 11 . 
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gesehen, daß dem Übergang von einem Term zu s e i n e r Normalform eine 
p r i m i t i v r e k u r s i v e F u n k t i o n Red e n t s p r i c h t . Aus e i n e r k a n o n i s c h 
zu wählenden Nummer t v erhält man a l s o e i n e Nummer Red t v 
Yx Yx 
r * * i * * =: t v von t v . Aus den E i g e n s c h a f t e n der F u n k t i o n ^ed Yx Yx 
r * ^  r * " 1 # r i # 
e r g i b t s i c h R t =0 und FV t ^ x Ξ £xJ . Man kann nun wie i n 
1 3 « 7 m i t dem Rekursions theorem für e i n e p r i m i t i v r e k u r s i v e 
F u n k t i o n k o n s t r u i e r e n , so daß für Termnummern t m i t 
R t = 0 und FV t ? i x j s t e t s t ei n e Nummer des oben 
k o n s t r u i e r t e n Terms t i s t . Also i s t t v - =: t v eine 
Yx Yx 
* 
Nummer von t y x . Damit e r g i b t s i c h eine D a r s t e l l u n g M^a = W_ t v x - i a von ΜΛΓ m i t einem durch o< -Rekursion d e f i n i e r t e n 0 Yx Y 
W e r t f u n k t i o n a l W^  . Also i s t M^ e i n p r i m i t i v r e k u r s i v e s 
F u n k t i o n a l , denn nach T a i t 19^7 l a s s e n s i c h <X-Rekursionen 
m i t (*<ZQ u n t e r Erhöhung der Typenstufe a u f p r i m i t i v e Rekursionen 
r e d u z i e r e n . 
Wir z e i g e n j e t z t , daß s i c h der eben geführte Beweis von 
Vn<Mya: an=bn —? Ya=Yb 
auch i n Τ f o r m a l i s i e r e n läßt. Dazu verwenden w i r das Re d u k t i o n s -
lemma aus 1 4 · 2 , wobei h i e r d i e A b l e i t b a r k e i t der Formel (Red) 
^ / ι \ i \ i n HA. (:= \J.HA , s. 14-1 ) genügt. W e i t e r benötigen w i r 
eine F o r m a l i s i e r u n g des obigen Lemmas, d i e s i c h i n der f o l g e n d e n 
'Die dabei anzugebenden T i e f e n s c h r a n k e n ergeben s i c h aus der 
Bemerkung l t " ! ^ k - | t l ( m i t geeignetem k ) . 
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CO 
Form u n m i t t e l b a r durch oc-Induktion nach lu) i n EA^ beweisen 
läßt: 
# *fr Γ "7 
u€Num A R(u)=0 A F V ( U ) C { X } A Typ(u)= 0 
u € Num 
A o( J u l ) 6k.o,( |u| ) 
Α R(fl) = 0 
Α PV(S) { x ) # 
Λ Typ(u) = V 
A I V n<W^u x-*a : an=bn —* W^u x-*a = W^u x-*b 
Nach D e f i n i t i o n von e r g i b t s i c h daraus und aus (Red) d i e 
n<M^a: an=bn —* Ya=Yb i n HA^ . Da nun 
HA^ eine k o n s e r v a t i v e E r w e i t e r u n g von Τ i s t (s<» T a i t 1967) > 
f o l g t d i e Behauptung. 
Im F a l l r = 1 verwendet man eine V a r i a b l e χ vom Typ 
0-*1 ( s t a t t 0->0 ) und d e f i n i e r t entsprechend t durch 
xts :S max^t, s, t + 1 , s + 1; 
< C T t :s max(t\ ^ t . ) t ) 
<2> — 
k :5t k 
Das obige Lemma erhält dann d i e Form 
V n,m<W at: anm=bnm W at = W bt 
X X X 
und läßt s i c h genau wie v o r h e r durch I n d u k t i o n über t beweisen. 
Die w e i t e r e n Änderungen der obigen Überlegung s i n d o f f e n s i c h t l i c h 
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insbesondere erhält man d i e Behauptung i n der l e i c h t verstärkten 
Form 
Vn,m<M a: anm=bnm Ya= Yb 
§2 Zur Bar Reku r s i o n der Typen 0 und 1 Sei Y e i n 
s t e t i g e s F u n k t i o n a l vom Typ (θ-*τ)-#θ . Un t e r (der Regel d e r ) 
Bar Rekursion vom Typ ττ v e r s t e h t man ( s . Spector 1962 ) 
d i e D e f i n i t i o n eines F u n k t i o n a i s F vom Typ 0 ^ ( θ ^ τ ) ^ ( Γ aus Y 
und F u n k t i o n a l e n G,H passender Typen dur c h d i e Gleichungen 
(BR r) F(n,a) = -
G(n,a) f a l l s Ya < n η 
H(Az.F(n+1, a | Z ) , n, a) sonst . 'n 
Dabei i s t a| m := am für m^n und :=z für m=n , und a m 'n r 1 η 
:= am für m < n und :=0 für m^n . 
Um einzusehen, daß (BR r) eine Lösung F bestimmt, 
f a s s e n w i r sowohl das Paar (n,a) a l s auch a a l s K o d i f i k a t 
der e n d l i c h e n Folge aO,...,a(n-1) auf ( d e r U n t e r s c h i e d 
zwischen b e i d e n K o d i f i k a t e n b e s t e h t d a r i n , daß (n,a) auch eine 
I n f o r m a t i o n über d i e Länge der k o d i e r t e n Folge enthält). I n ( ^ R T ) 
w i r d a l s o F an der S t e l l e (n,a) d e f i n i e r t u n t e r Rückgriff 
auf F an S t e l l e n ( n + 1 , al^)» Daß di e s e Rückgriffe w o h l f u n d i e r t 
s i n d , e r g i b t s i c h aus der S t e t i g k e i t von Y . Denn für h i n r e i c h e n d 
großes η i s t Ya^ = Ya , und damit für noch etwas größeres η 
Ya < η . 
η 
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Wir w o l l e n z e i g e n , daß (BR r) für τ= 0 , 1 n i c h t aus den 
p r i m i t i v r e k u r s i v e n F u n k t i o n a l e n hinausführt. Zunächst behandeln 
w i r den F a l l r = 0 . 
Sei a l s o Y e i n p r i m i t i v r e k u r s i v e s F u n k t i o n a l vom Typ 
( 0 - * 0 ) - * 0 . Wie i n § 1 b i l d e n w i r den Term t y . Wir b e t r a c h t e n 
wieder a l l g e m e i n Terme t i n Normalform, d i e höchstens χ f r e i 
e n t h a l t e n . Zu jedem solchen t d e f i n i e r e n w i r i n d u k t i v e i n 
Prädikat S (S e r i n n e r t an g e s i c h e r t ) durch 
S ,(n,a) S,(n,a) Α η > W at 
Xu h X 
S < t > t ( n , a ) :« S t ( n , a ) A S t (n,a) , j = W a t 
S-(n,a) 0=0 . 
Lemma 1 S, (n,a) A Vm< n: am=bm —* W at = W bt . 
o ^ ~ y ~ ~ ~ t v ' 7 X X 
Beweis durch I n d u k t i o n über t . Fa_ll_ x ^ : G e l t e 
S (n,a) und Vm< n: am=bm . Zu z e i g e n i s t a ( W a t ) = b ( W b t ) . 
XX X X a b Aus S (n,a) f o l g t nach I n d . v o r . W t = W t , und damit wegen t x x 
η > W at d i e Behauptung. F a l l < t . > t : G e l t e S y s (n,a) 
und V m<n: am=bm . Zu zeigen i s t (W a<t.»(W at) = (W b<t. >) ( W b t ) 
Aus S (n,a) f o l g t nach I n d . v o r . W at = W bt =: j . Zu zeigen i s t 
X X X 
a l s o W at . = W bt . . Das f o l g t aber nach I n d . v o r . aus S, (n,a) . χ j χ j & j 
F a l l k r t r i v i ^ C . 
Lemma 2 S, (n,a) A m> η —* S^in^a) . 
t t 
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Beweis dur c h I n d u k t i o n über t F a l l x t : G e l t e S ,(n,a) 
und m > n . Aus S.(n,a) f o l g t nach Induktionsvor· S (m,a) . 
χ χ 
M i t m>n>wjt f o l g t S ^ ( m > a ) , F a l l _ _ ^ > t ; G e l t e 
S A ν ^ ( n ,a) und m>n . Aus S t ( n , a ) und (n,a) , J = W a t 
i j X 
f o l g t nach I n d . v o r . S^.(m,a) und (m,a) , a l s o insgesamt 
S <^ t\ > t(m,a) . F ^ a l l ^ J c ^ : t r i v i a l . 
U (U e r i n n e r t an u n g e s i c h e r t ) s e i das Komplement 
X 
von S , a l s o U (n,a) ^S,(n,a) . Nach Lemma 2 i s t U e i n 
X X X X 
Baum, d.h. U^(n,a) Α ra<n U^(m,a) . Wir d e f i n i e r e n j e t z t 
e i n e o r d n u n g s e r h a l t e n d e E i n b e t t u n g f ^ von U^ . i n d i e O r d i n a l ­
z a h l e n <2 , und zwar wie f o l g t durch I n d u k t i o n über t . 
f t ( n , a ) 0 f a l l s -?U t(n,a) . A n d e r n f a l l s 
( W a t ) 
f x t ( n , a ) := 1 X 
u>+ f t ( n , a ) 
f a l l s S t(n,a) 
f a l l s U (n,a) χ 
f < t . > t ( n ' a ) ί = 1 
f t (n,a) 
<ij< t . > i 
m i t j=W t 
2 1 + f t ( n , a ) 
f a l l s S t ( n , a ) 
f a l l s U t ( n , a ) 
Lemma 3 f + ( n > a ) ^ 2*°'^' 
Beweis durch I n d u k t i o n über t F a J l ^ ^ ^ G i l t S t ( n , a ) , 
so i s t f (n,a) < ω < 2 χ χ ο G i l t U^(n,a) , so hat man m i t der 
I n d . v o r . f x t ( n , a ) = ω+f t(n,a) < t» +2**Μ < 2*'itl + 1 < 2 <°' f c c t' 
F a l l < t . ) t : G i l t S (n,a) , so f o l g t aus der I n d . v o r . 
/ V W W A * _ i t 
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CO-It. I co- )<t >/ 
f y t v t ( n , a ) = f (n,a) < 2 J < 2 1 G i l t U (n,a) , so 
i j 
erhält man wieder m i t der I n d . v o r . f ^ ^ ( n , a ) = 
•««Kt>| « . « O l ü l / . , 1 co-(max( )<t.>i , |tl ) + l ) 
2 1 + f t ( n , a ) < 2 1 + 2 £ 2 1 
.«'|<t.>t! 
2 1 . P a l l k : t r i v i a l . 
Lemma ^4 ü"t(n,a) Λ n > m —* f t ( n , a ) < f (m,a) 
Beweis durch I n d u k t i o n über t . F a l l χ t : G e l t e 
U ^(n, a ) und n > m . G i l t S^(m,a) , so f o l g t nach Lemma 2 
S (n,a) und daraus wegen n > m d i e Behauptung f , ( n , a ) < f .(m, 
Χ X Χ Χ X 
G i l t U t(m,a) und ^^.(n,a) , so e r g i b t s i c h f x < f c ( n , a ) < w < 
f ^(m,a) . G i l t U^(m,a) und TJ^(n,a) , so i s t nach I n d . v o r . 
f t ( n , a ) < f t ( m , a ) und damit f x t ( n > a ) < f x t ( m , a ) . F a l l <t±>t 
G e l t e ^ ^ t . ^ t ^ n , a ^ U n (^ n > m · G i l t S^(m,a) , so f o l g t wieder 
nach Lemma 2 S (n,a) . Also hat man U (n,a) m i t j = W at 
Χ υ . X 
und damit nach I n d . v o r . f Cn,a) < f (m,a) , a l s o nach 
X . X . 
D e f i n i t i o n von £ ,. * . d i e Behauptung. G i l t u*.(m,a) und 
^V* * o-ft.l 
S^(n,aJ, so i s t nach Lemma 3 ^ ( n , a ) = (n,a) < 2 ^ < 
<H<t.x « · κ ο ι 1 3 
2 1 * 2 1 + f t ( m , a ) = f ^ t > t ( m , a ) . G i l t ü t(*,a) , so 
i 
i s t nach I n d . v o r . f ^ ( n , a ) < f^(m,a) und damit f ^ ^ ( n , a ) < 
f ^ ^ ( H I J S L ) · F a l l ^ : t r i v i a l . 
Aus U d e f i n i e r e n w i r einen etwas größeren Baum TT, χ χ 
durc h U (n,a) U (n,a) ν W a t £ η . Außerhalb von U , d.h. 
X X X X 
für n,a m i t -iU ( n f a ) , g i l t a l s o W at < η . Daß U, e i n 
X X X 
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Baum i s t , d.h. U (n,a) A m< η ·—* TS (m,a) , f o l g t aus Lemma 2 
W e i t e r läßt s i c h m i t folgendem f ^ o r d n u n g s e r h a l t e n d 
e i n b e t t e n i n d i e O r d i n a l z a h l e n < 6 0 + 2 ° : f ^ ( n , a ) : = 0 
f a l l s -?U^(n,a) . A n d e r n f a l l s 
f (W*t) - η f a l l s S t ( n , a ) 
f (n,a) < 
l <o + f t ( n , a ) f a l l s U (n,a) . 
Aus Lemma 3 und 4 e r g i b t s i c h dann u n m i t t e l b a r 
f (n,a) < U > + 2 U , l t ' und U t(n,a) Λ m < n f (m,a) < f t ( n , a ) 
B e t r a c h t e n w i r j e t z t wieder t . Außerhalb von U ^ , 
ix , 
tYx 
d.h. im F a l l - i U * (n,a) , g i l t dann W a t y < η und S # (n,a) 
t v X t v Yx Yx 
* a * a a 
M i t Lemma 1 f o l g t W at = W n t = W n t v = W n ( t v x ) = Ya , ö χ Yx χ Yx χ Yx χ v Υ ' η 9 
a l s o Ya < η , d.h. außerhalb von U „ l i e g t der A n f a n g s f a l l 
n t 
. Yx 
von ( ^ R Q ) v o r . Wir können a l s o (^RQ) a ^ s R e k u r s i o n über den 
Baum U ^ a u f f a s s e n , und wegen der E i n b e t t u n g f # von U ^ 
*Yx f * I tYx *Yx 
i n d i e O r d i n a l z a h l e n < co+ 2 < auch a l s Rekur s i o n über 
ei n e n A b s c h n i t t <Z^ der O r d i n a l z a h l e n . 
Es genügt a l s o , i n Τ d e f i n i e r b a r e Analoga zu U ^ und 
f ^ zu f i n d e n . Dazu gehen w i r wie i n §1 zu Termnummern über. 
Yx 
H i n r e i c h e n d große Schranken ^ ^ ^ Q für d i e i n den Termnummern 
vorkommenden T i e f e n s c h r a n k e n und Μ für d i e Menge der a u f t r e t e n d e n 
- 6 4 -
Typen s e i e n w i e d e r f e s t gewählt. Aus den D e f i n i t i o n e n von S^, f ^ 
e t c . e r g i b t s i c h u n m i t t e l b a r , wie man e n t s p r e c h e n d A u n a . S ^ ( n , a ) , 
A u n a . f ^ ( n , a ) e t c . i n , a l s o auch i n Τ d e f i e n i e r e n kann. 
Mit d e n s e l b e n B e w e i s e n erhält man dann Analoga zu den b e w i e s e n e n 
E i g e n s c h a f t e n von S , f , e t c . , a l s o z.B. zu Lemma 3 : u € Num 
f ( n , a ) -< ^ ° ( ' u ' ) # Daraus f o l g t a b e r , daß s i c h ( B R Q ) a u f 
e i n e <x - R e k u r s i o n i n Τ r e d u z i e r e n läßt und f o l g l i c h n i c h t aus 
Τ hinausführt. 
D i e F o r m a l i s i e r b a r k e i t des geführten B e w e i s e s i n HA^ 
i s t u n m i t t e l b a r k l a r . Damit hat man ab e r auch d i e F o r m a l i s i e r b a r k e i 
CO 
i n Τ , da j a HA^ e i n e k o n s e r v a t i v e E r w e i t e r u n g von Τ i s t 
( s . T a i t 1 9 6 7 ) . 
D i e 
minimal: I n 
e r s e t z e man 
für den F a l l r = 1 e r f o r d e r l i c h e n Änderungen s i n d 
den D e f i n i t i o n e n und Beweisen d u r c h I n d u k t i o n über 
x t d u r c h x t s . A l l e s andere b l e i b t unverändert. 
t 
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